
Zeitschrift: Elemente der Mathematik

Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 40 (1985)

Heft: 5

Rubrik: Kleine Mitteilungen

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 21.01.2026

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


120 El Math Vol 40, 1985

Wenn auch der universale entscheidungstheoretische Ansatz sowohl praktisch als auch
theoretisch integrierendes Potential besitzt, so sind doch hinsichtlich der Operationali-
tät des Verfahrens einige Vorbehalte zu machen.
Vor allem scheint einerseits die Festsetzung der Verlustfunktion v und anderseits die

Frage nach der A-priori-Verteilung cp über dem Zustandsraum etwelche Probleme zu
verursachen.
Zu ihrer Lösung scheinen mir deshalb weitere Untersuchungen zum Fall III der partiellen

Information (auch hinsichtlich v) erfolgversprechend.
Hans Loeffel

Hochschule St. Gallen
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Kleine Mitteilungen

Ungleichungen für (e/a)* (b/e)b

In einer vor kurzem in dieser Zeitschrift veröffentlichten kleinen Mitteilung [1] sind die
beiden Ungleichungen

/ /-7x* (e\(b\b (a+b\b-a(Job?- < H -J < (—J b > a > 0, (1)

bewiesen worden. (Mit e wird die Eulersche Zahl bezeichnet.) Wird für positive Zahlen
a und b für r eR der Wert Mr(a,b) durch

Mr(a,b):=

'

(ar + br\xlr
(—2~J für reR-{0}

y/ab für r 0

definiert, so besagt (1):

[MQ(a,b)]b-°< (e/a)a(b/e)b< [Mx(a,b)f-a, b>a>0. (2)

Mr ist eine bezüglich r in ganz R stetige Funktion, denn es gilt: lim Mr(a9b) y/ab.
r-0
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Für den Fall a+b handelt es sich bei Mr um eine streng monoton steigende Funktion
(siehe [2], S. 64).
Wir wollen nun zeigen, wie sich die Ungleichungen (2) bestmöglich verschärfen lassen.

Satz. Für alle positiven reellen Zahlen a und b mit b> a gilt:

[M2ß(a,b)r°< Q" ßY < [Mlog2(a,b)T-. (3)

In (3) kann der Wert 2/3 nicht durch eine grössere Zahl und der Wert log 2 nicht durch
eine kleinere Zahl ersetzt werden.

Beweis: Sei reR — {0}; wir definieren die Funktion/r:(0,ao)-»R durch

/,(*):= - (x - 1) log^^ - x logx + x - 1 (4)
r 2

und zeigen, dass

f2ß(x)<0<fXog2(x) für x>l. (5)

Setzt man x — b/a(b> a> 0) in (5) ein, so erhält man (3).
Es ist

f(x) - log—— - logx +
V / r

(6)
r 2 1 + xr

x(l+ xr)2f"r(x) x2r~x- l+(r- l)[xr - xr~x], (1)

x(l+ xr)2f;ff(x) -f';(x)[l + 2(1 + r)xr + (2r + l)x2r]
+ xr~2[(2r - l)xr + (r- l)(r (x - l) + 1)]

und folglich

f(i) =fr(i) =/;w o

sowie

Für r 2/3 ergibt sich aus (7):

3x4/3(l + x2l3)2fl2]3(x) (1 - jc1/3)3

und somit für jc > 1:

f",s(x) < 0; f'2l3(x) <f2l3(l) 0; f2/3(x) <f2/3(l) 0.

Damit ist die linke Seite von (5) bewiesen.
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Nun zeigen wir, wenn r eine beliebige reelle Zahl ist mit r > 2/3, dann existieren Zahlen
a und b(b> a> 0), so dass die Ungleichung

b '
< [Mr(a,b)¥- (8)

ye '

erfüllt ist.

Aus/r'"(l) > 0 (r > 2/3) folgt die Existenz einer Zahl 3 > 0, so dass für xe(l,l+ö) gilt:
f'r'(x) >f'r'(l) 0; also: f'r(x) >f'r(l) 0 und /,(*) >fl(l) 0 für 1< x < 1 + ö, d.h.
für alle positiven Werte a und b mit 1 < b/a < 1 + S gilt (8).
Wir beweisen nun die rechte Seite von (5). Zu diesem Zweck ersetzen wir in (6) (mit
r log2) die Variable x durch z "1/log2 und zeigen, dass:

2 -f- _-l/l°g2

g(z):=log(l+z) log2>0 für 0<z<l.
1 + z

Auf Grund von g (0) 0 und g'(0) > 0 besitzt g in einer rechtsseitigen Umgebung von
0 ausschliesslich positive Funktionswerte. Wenn g in (0,1) einen negativen Wert oder
die Null annimmt, dann hat g in [0,1] mindestens drei Nullstellen (da g(l) 0), und
nach dem Satz von Rolle besitzt g' in (0,1) mindestens zwei Nullstellen. Dies ist jedoch
unmöglich, denn für die Funktion

h(z):=(l+z)2g'(z)

gilt:

h"(z)>0 füralle ze(0,l); A(0)>0, A(l/2)<0, A(1) 0,

so dass h und somit g' im Intervall (0,1) genau einmal verschwindet. Folglich ist für alle

z e(0,l) die Ungleichung g (z) > 0 erfüllt, so dass

f'r(x) > 0 für jc> 1 und r log2.

Hieraus folgt für x > l:fl(x) >fl(l) 0(r log2); das ist die rechte Seite von (5).
Abschliessend haben wir zu zeigen, dass die rechte Seite von (3) nicht für alle Zahlen a
und b(b> a) richtig ist, wenn log2 durch einen kleineren Wert ersetzt wird.
Mit b a + 1 in der Ungleichung

(e/a)a(b/e)b < [Ms(a,b)f-a (b>a>0)

konvergiert der linke Ausdruck für a-*0 gegen l/e, während Ms(a,a + 1) für a-+0
gegen 2~xls strebt. Es ist daher s > log 2.

Bemerkung: Die Ungleichungen (3) und die für alle c > 0 gültige Doppelungleichung:

+ IV (JkLtvLY <e<(l+l-Yt (-^—T (9)
V c)\c' + (c + xy) V c) Vcr + (c + 1)7
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(r 2/3, s= log 2)
sind einander äquivalent Mit b c + 1 und a c > 0 folgt namhch (9) aus (3)
Andererseits erhalt man aus (9) die Ungleichungen (3), wenn man c a/(b — a), b > a > 0

einsetzt
Die Ungleichungen (9) eignen sich zur numerischen Berechnung von e Schon fur c 1

ergibt sich aus (9) der Wert von e auf zwei Dezimalstellen nach dem Komma
Horst Alzer, Wuppertal
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Zur Unauflösbarkeit der symmetrischen Gruppe SH(n > 4)

Beim Beweis des Satzes von Ruffim-Abel spielt die Tatsache, dass Sn(n > 4) nicht auflösbar

ist, eine wichtige Rolle Fur diese Tatsache liefert diese Note einen extrem kurzen und
einfachen Beweis Dabei umgehen wir den nicht sehr angenehmen Beweis der Einfachheit
der alternierenden Gruppe An c_ Sn und verwenden An überhaupt nicht ausdrücklich bei

unserer Beweisführung
Wir beginnen damit, dass wir in Sn die Untergruppe G aller Produkte einer geraden
Anzahl von Transpositionen (ik) betrachten (Dass G An ist, ist hier belanglos1) Ist nun
n > 4, so zeigt der Kommutator

(il)(ij) (im)(ik) (ij)(il) (ik)(im) (ijk)

in G, dass die Kommutatorgruppe G' von G alle 3-Zyklen (ijk) enthalt Wegen

(ij)(ik) (ikj) und (ij)(kl) (ikl)(ijl) erzeugen die (ijk) aber bereits G, weshalb
G G' (+ 1) besteht Daher ist G c Sn und somit Sn nicht auflösbar

Karlheinz Baumgartner
Voitsberg (Österreich)
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