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Umschreibung eines konvexen Korpers des IR?
mit Mittelpunkt durch ein Parallelogramm

Beim Vergleich von zwei Normen ist es natiirlich, dass man das Verhiltnis
der Strecken ldngs einer Richtung vom Ursprung zum Rand der 2 Eichkorper
untersucht. Ausser der Aussage iiber die Aquivalenz von zwei Normen kann
man auch Resultate in der Theorie der Banachridume daraus herleiten, ins-
besondere iiber den Abstand zwischen isomorphen normierten Raumen.

Wie der Titel besagt, wurde in dieser Hinsicht ein beschrianktes Ergebnis er-
zielt, das der Inhalt des Satzes unten ist. Nach ein paar einfithrenden Bemer-
kungen wird der Satz formuliert, bewiesen und es folgt dann eine Einbettung
in den oben angefiihrten Problemkreis.

Fritz John hat gezeigt [4], dass ein punktsymmetrischer, konvexer Korper des
IR" durch ein Ellipsoid so umschrieben werden kann, dass fiir das Verhéltnis
A der Strecken auf einem Strahl vom Mittelpunkt zum Rand des konvexen
Korpers bzw. zum Rand des Ellipsoids gilt:

lIA

1
——=1=1.

V n
W. Meixner [3] hat den punktsymmetrischen, konvexen Korper in einem

Vektorraum mit einem Doppelkegel so umschrieben, dass fiir das Verhaltnis
2 gilt:

und gezeigt, dass sich diese Abschiatzung fiir jede beliebige Richtung der
Spitze des Kegels erreichen ldasst. Das ist eine bestmdgliche richtungsunab-
héngige Abschitzung, wie man am Beispiel des Quadrats sieht. W. Meixner
hat dann die Frage gestellt: Was fiir ein Verhéltnis ldsst sich erreichen, wenn
man die Richtung der Spitze des Kegels giinstig wiahlen darf? Es soll hier fol-
gendes Ergebnis bewiesen werden.

Satz: Ein beschrinkter, konvexer Korper | des R? mit Mittelpunkt kann durch
ein Parallelogramm so umschrieben werden, dass fiir das Verhdltnis 1 der
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Strecken auf einem Strahl vom Mittelpunkt zum Rand von | bzw. zum Paral-
lelogramm gilt:

Der Wert 1 wird natiirlich angenommen im Falle eines Parallelogramms, der
Wert %— beim regelmissigen Sechseck. Im letzten Fall (siehe Fig. 1) hat man

Fy

Figur 1

wegen der Symmetrien nur zwei Moglichkeiten zu iiberpriifen: die Parallelo-
gramme E,E;E{E5 und F,F,F{F5. Fiir spatere Vergleichsmoglichkeiten sind
noch der Inkreis und der Umkreis eingezeichnet. Auch im folgenden
bezeichne ein Buchstabe mit ’ den punktsymmetrischen Punkt zum Ur-
sprung. Fiir die Definition der Standardbegriffe sieche «Theorie der konvexen
Ko6rper» von T. Bonnesen und W. Fenchel [2].

Fiir den Beweis wird der Begriff eines Maximumsbereichs beniitzt. Dieser
Begriff wurde von Felix Behrend eingefiihrt, der auch die folgenden drei
Sitze bewies [1].

Sei K die Menge aller konvexen Korper des R? mit Mittelpunkt, L; = K die
Klasse der Affintransformierten eines /, € K. Fiir geeignet gewihlte Funktio-
nen g: K — R, existiert ein /; € L, so dass g(/;) =max{g(/): /e L,}. [; wird
Maximumsbereich von /; bzgl. g genannt. Behrend betrachtet solche g, die
auf Affininvarianten fiihren.

Sei im folgenden g (/) ;= b/a, wo b die Dicke und d der Durchmesser von /
ist. g (/) ist eine positive Zahl und nach oben durch 1 beschrénkt.

Satz 1. Zu jedem | € K existiert (mindestens) ein Maximumsbereich [, bzgl. g.



El. Math., Vol.39, 1984 59

Behrend bemerkt [1, S. 731], dass dies aus dem Auswahlsatz von Blaschke
folgt.

Satz 2. Ist |, ein Maximumsbereich bzgl. g, so besitzt I, ein Paar von Sehnen
01, 02 der Linge d (= Durchmesser) und ein Paar von Sehnen B, B, der Liin-
ge b (= Dicke), deren Richtungen sich gegenseitig trennen.

Unter «Richtung» ist der Winkel (mod 7) der Geraden, auf der die Strecke
liegt, mit der positiven x-Achse zu verstehen (nach Einfithrung eines geeigne-
ten Koordinatensystems).

Zum Beispiel, falls /= e eine Ellipse ist, dann ist offenbar /; = k ein Kreis,
mit g(k) =1. Ist /= p ein Parallelogramm, dann ist /; = ¢ ein Quadrat und es

gilt: g (q) = 1/)2.

Satz 3. Sei q ein Quadrat, k ein Kreis und |, ein davon verschiedener Maxi-
mumsbereich. Dann gilt:

1
W=g(61) <gl)<gk)=1.

Daraus kann man auch das Ergebnis von W. Meixner 5 = 1 =1 herleiten.
Wegen der Invarianz des Verhiltnisses A bei linearen Transformationen,
geniigt es, ein Parallelogramm fiir jeden moglichen punktsymmetrischen
Maximumsbereich bzgl. g zu finden.

Sei /; ein solcher Maximumsbereich. Offensichtlich hat /; einen Mittelpunkt.
Sei dieser in 0. d;, &,, B, B> in Satz 2 konnen so gewihlt werden, dass sie
durch 0 gehen. Ohne Einschriankung g, liege auf der x-Achse zwischen den
Punkten M= (1,0) und M":= (-1, 0). Wegen Satz 3 hat jeder Maximums-
bereich einen Umkreis mit 1=r =)2. Wegen Satz 2 beriihrt /; den Um-
kreis mindestens in 2 punktsymmetrischen Paaren von Punkten und ebenso
den Inkreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1.

Die Tangente in M an den Inkreis schneide den Umkreis in A:= (1, a) mit
a=]/r’—1. a nimmt Werte zwischen O und 1 an,da 1 =r = /2.

Es geniigt 4 langs der 2 Richtungen zu den Ecken des umschreibenden Paral-
lelogramms zu iiberpriifen, weil A dort minimal wird, wie man leicht aus
Fig. 2 sieht.

Bei der Konstruktion des umschrelbenden Parallelogramms werden zwei
Fiélle unterschieden: I) 0 =a = -2— und II) 5 1 =a=1. Wihrend FallI sich so-
fort erledigt, ist Fall II etwas langwierig. Da A= — im Fall des regelma551gen
Sechsecks angenommen wird und daher nicht zu iiberbieten ist, wird eine
Ecke so festgelegt, dass dort A= 3 ist. Damit gelingt es, Polynome hoheren
Grades zu vermeiden und den damit verbundenen Aufwand bei der Suche
nach Nullstellen

L FirO=sa=s 7 umschreibt das von den Tangenten in den Punkten (1, 0),
(0,r), (—1,0) und (0, —r) begrenzte Rechteck E,E;E{Ej den Kérper /; (siehe
Fig. 3). Hier sei E; der Schnittpunkt der Tangenten durch (1,0) und (0, r).
OE, schneide den Einheitskreis in P. Dann genligt es zu zeigen, dass
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OP 2 0] 2
ﬁl—é?. Da aber OF,=}1+r?=)2+a’und OP =1, fOIgt—O_E_lg—f@

9z4(2+aY) <= 1z4a’< |a| = 1.
IL. Sei -;—é a=1. Von A lege man die 2. Tangente an den Inkreis (Beriih-
rungspunkt N;). Dieser schneide den Umkreis nochmals in B (siehe

Fig. 4). Man findet B = .y (1-3a% a(3—a?)).

Sei D der Spiegelpunkt von B und N, der Spiegelpunkt von N, bzgl. der
y-Achse. Sei C:=(—1,a). Fir a=1/)3 ist B=D und ABCA’B’C’ ist ein
regelmissiges Sechseck. Fir 1/)/3 <a =1 liegt B im 2. Quadranten, fiir
0 =a < 1/)/3 im 1. Quadranten.

Figur 4
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MA und M’C liegen auf Stiitzgeraden von /,. Jeweils ein Endpunkt der
beiden Sehnen d, und 9, aus Satz 2 liegt dann auf dem Bogen AC des Um-
kreises, auf dem auch B liegt. Da aber die Richtung der Sehne f,, die Rich-
tungen von d; und J, trennt, beriihrt £, den Inkreis (und /) in einem Punkt
N, der zwischen N, und N, liegt. Die Tangente in N an den Inkreis schneidet
den Umkreis zwischen A und D und zwischen B und C. Also beriihrt /; den
Umkreis mindestens einmal auf dem Bogen AD und auf dem Bogen BC im
oberen Halbkreis.

Dann gibt es zwei Moglichkeiten: ¥ MON = n/2 und ¥ MON > n/2. Es ge-
niigt, den Fall X MON = 7/2 zu betrachten, da der 2. Fall durch eine Spiege-
lung an der y-Achse in den 1. tiberfiihrt werden kann. Sei X := (x, y) ein Be-
rithrungspunkt von /; mit dem Umkreis zwischen A und D. Fiir die Grenz-
lage ¥ MON = /2 erhilt man als letzten moglichen Beriihrungspunkt von /,
mit dem Umkreis zwischen A und D den Punkt (a,1)=: A;. Daher gilt
a=x=]und a=y=1. Von X lege man die Tangente an den Inkreis, deren
Beriihrungspunkt zwischen N; und N, liegt. Diese schneide den Umkreis
wieder in T. Hier kann /; den Umkreis frithestens wieder beriihren. Sei
E] = % 6-)_()

Von E; und Ej aus wird das /; umschreibende Parallelogramm konstruiert.
Dabei werden 2 Fille unterschieden.

Falls X = %, sei E, der Schnittpunkt von E;T und E{C (siehe Fig. 5). Falls
X <% 3, sei1 E, der Schmttpunkt von E;T und E{A’ (siche Fig. 6). Der letzte
Fall tritt nur fiir a = 3 ein.

Damit liegt /; im Parallelogramm E;E;E{Ej. Zum Beweis betrachte man die
Grenzlagen von X, nidmlich A und A,. Seien F,F,F{Fj und H H,H{H} die
zugehorigen Parallelogramme, also mit F,:= % OA und H,:= -g— (_)Kl (siehe

Es
v B E - =
3 X E
N C A
C A a
a
M
M -1 0 1
-1 0 1 ‘ Lo
Lo A
E2
£
E1' £1|

Figur § Figur 6



62 El. Math., Vol. 39, 1984

Fig. 7). Der Winkel ¥ F\AH, < n/2 fiir + =a =1, denn das Skalarprodukt

35 3+)5
ﬁl°ml=%(—a2+3a—l)>0 fiir 21/:<a< 2]f’ also auch fir
%é a =1. Somit schneidet H;A den Umkreis nicht zwischen H; und A. Fiir
X zwischen A und A, schneidet E;E5 den Umkreis nicht im Sektor AOX. Die
Gerade F,B schneidet den Umkreis in B. Fiir den 2. Schnittpunkt S mit dem

1 :
g (15a2—1, a(25a%+ 9)). Durch Vergleich
der 1. Koordinaten etwa, sieht man, dass S zwischen B und F, liegt fiir
—é—é a = 1. Fiir beliebiges X schneidet E,T den Umkreis auch nur zwischen
E, und T, dem die Dreiecke AF,B und XE,T sind kongruent. Somit
ist sichergestellt, dass im Sektor MOE, /, im Parallelogramm enthalten
6a

1+ 5a?
(1-5a%) <0 fir 1>a> 1/)5.

Umkreis erhidlt man S =

ist fiir beliebiges X. F, hat die Koordinaten
2

(—a, 1). Ferner gilt

¥OCF; > n/2, denn CO:-CF,= 1+ 542

Fa

Figur 7

Also schneidet F,C den Umkreis nicht zwischen C und F, und fiir X zwi-
schen A und A schneidet E;E{ den Umkreis erst recht nicht im Sektor E;OC.
Im Sektor COM’ kann es sowieso zu keinen Uberschneidungen kommen
zwischen /; und dem oben konstruierten Parallelogramm. Wegen der Punkt-
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symmetrie kommt es auch zu keinen Uberschneidungen in der unteren Halb-
ebene.

Nun wird gezeigt, dass das Parallelogramm EE;E{E5 die Bedingung 1 = — in
allen Richtungen erfiillt.

1. Fall: x = 3 (bei festem a € [7, 1]) In Richtung OI:, ist A= — nach Kon-

struktion. Es bleibt A in Richtung OEZ (hiernach mit 4, beze1chnet) abzu-

schitzen.

Man drehe das Parallelogramm E E;E{E5 um O um £ XOA, so dass E; » F,
i»F{, T>B, XA, Ck C, E;» E,. Fiir C, E, sei dies die Definition. Es

ist xTOB= ¥« XOA und T liegt zwischen C und B auf dem Umkreis. Damit

liegt C zwischen C und B und E; zwischen F, und B (siehe Fig. 8).

F2 Ez B E1
IT = S
Ez f C
0
/]

y; 2

N
£2 F2
Eq
Figur 8

Die Senkrechte von O auf F,F, halbiert BS (S zwischen B und F,, siehe
oben). = OE, = OE,; < OF,. Weiter gilt fiir a = 0:

6a 33 2 2
=— < (3 1) =0.
OF2152|/1+a._2 (3a )
Dabher gilt

1 2

= ——=
22 5F, =73
Beachte, dass Gleichheit nur im Falle a = 1/V§ gilt (der Fall des regelmassi-
gen Sechsecks).
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2.Fall: $=x=2 (bei festem a €[+, %£]). Ahnlich wie oben, drehe man
E,E;E{E5 um O aber um ¥ XOA,, so dass E;~» H;, Ei Hi, X A,

E5+ B (siche Fig. 9). Da XA < A A, kommt Ej (der Bildpunkt von E3) zwi-
schen H5 und Hj zu liegen.

= OE,=OE}= OF% < OH5= OH,.

Hq

Figur 10



El. Math., Vol.39, 1984 65

Wenn nun gezeigt ist, dass OH, < OF, ist, sind wir fertig. Eine Drehung um
O, die A;~ A iiberfiihrt, soll dies beweisen. Dabei werde A+ Q und
H5 > H5 abgebildet (siehe Fig. 10). = AQ = AA.

Weiter gilt, dass AS > AA,;, denn die 2. Komponente von S

. a (25a*+9)
2 052241

Wegen f’(a) =75a>—50a+ 9 > 0 fiir alle a, ist f(a) streng monoton stei-
gend.

Da f(3) =2 > 0, ist auch s, > 1. Damit gilt auch ¥ OF;S > ¥xOF,;A,. Nun
ist ¥xOF A=< QF,0 (nach Konstruktion) und < OF,;S= xCF;0, da
AC’ auch eine Tangente an den Inkreis ist. = X QF,0 < xC’F,0O und
damit liegt H5 zwischen F{ und F%

= OH,= OHj < OF5= OF,.

Das so konstruierte Parallelogramm ist meistens nicht das bestmogliche. In
vielen Fillen wiirde man schon ein besseres erhalten, wenn man das Verhilt-
nis A auf den beiden Richtungen OF,, OF, gleich machen wiirde. Der
Rechenaufwand nimmt allerdings erheblich zu. Weiter wird /; vorausgesetzt
als gegeben. Die Frage, wie man aus einem gegebenen / einen zugehdrigen
Maximumsbereich /; erhalt, ist offen. Behrend hat gezeigt, dass die Tren-
nungseigenschaft von Satz 2 auch hinreichend ist fiir einen Maximumsbe-
reich und dass dieser eindeutig ist [1, S.730].

Unser Satz besagt, dass es zu einem punktsymmetrischen, konvexen Korper /
des IR? und einem Parallelogramm p, mit Mittelpunkt jeweils im Ursprung,
einen Isomorphismus T: R? — RR? gibt, so dass

(*) Ap<Tlcp

mit% = A =1. Mit einem Kompaktheitsargument folgt das

>1< f(a):=25a*-25a’+9a—-1>0.

Korollar. Es gibt einen Isomorphismus T: R* > R?, so dass in (*) A maximal
wird.

Nimmt man statt p einen anderen punktsymmetrischen, konvexen Korper /
des R? so gibt es ebenfalls ein maximales 4, so dass A/ = T/< /', da [ und /'
kompakt sind. Fiir einen ausfithrlichen Beweis siehe etwa Macbeath
[5,S.56]. Nur sind im allgemeinen keine Schranken fiir 4 bekannt. Falls //
eine Ellipse ist, dann gilt 1/)2=41=1 [4,8.203]. Sei ¢:=1/4 und K, die
Menge der konvexen Korper mit Mittelpunkt im Ursprung. Ahnlich wie bei
Dvoretzky [3, S.156] definieren wir eine Pseudometrik auf K|

d(/, /) :=inf{logo: ' = Ticpl’, T:R?— R?ein Isomorphismus} .

Seien X und Y normierte Riume mit dem RR? als Vektorraum und mit / bzw.
I als Eichkorper der Norm von X bzw. Y und definiere

d(X,Y):=inf{log|T| - |T™'|: T: R* > R?ein Isomorphismus} =d (/,/) .
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Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung siehe Schéffer [7, S.72]. d (X,Y) = 0, falls
/ und / den gleichen Maximumsbereich haben. Dann gibt es eine Isometrie
zwischen X und Y. Isometrie erzeugt Aquivalenzklassen auf X, (der Menge
aller normierten Riume mit dem R? als Vektorraum), die wir Isometrieklas-
sen nennen (Schiffer nennt sie Kongruenzklassen). Ein Repridsentantensy-
stem fiir diese Isometrieklassen ist die Menge der normierten Ridume, die
einen Maximumsbereich als Eichkorper der Norm besitzen. Auf der Menge
der Isometrieklassen X, wird durch d (X,Y) =d (X,Y) eine Metrik definiert.
Sei P die Klasse der normierten Riume, die ein Parallelogramm als Eichkor-
per besitzen. Dann ist aufgrund unseres Satzes 0 = d (X, P log <. Fiir die
Klasse E mit Ellipsen als Eichkorper gilt 0 = d (X, E) = log /2.

Ich mochte H. Meixner ganz herzlich danken fiir alle seine hilfreichen Anre-
gungen.
Konrad Penzkofer, TU Miinchen
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