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W-Kurven in der ebenen Lie-Geometrie

(1. Teil)

1. Das Ubertragungsprinzip fiir Linienelemente

Grundelemente der ebenen Lie-Geometrie sind orientierte Linienelemente
und orientierte Kreise. Ein orientierter Kreis kann aufgefaBt werden als
Menge aller orientierten Linienelemente, die ihn gleichsinnig beriihren

(Fig. 1).

Figur 1

Weil im folgenden immer nur orientierte Kreise und Linienelemente be-
trachtet werden, lassen wir das Beiwort «orientiert» meistens weg.

Es soll zundchst eine analytische Beschreibung fiir die Linienelemente der
Mobiusebene gefunden werden. Wir gehen aus von der in der Funktionen-
theorie iiblichen Behandlung der ebenen Mobiusgeometrie mit Hilfe kom-
plexer Zahlen:

Die GauBsche Zahlenebene € wird durch Hinzunahme des Punktes co zur
Mobiusebene € erweitert. Orientierungstreue Mobiusabbildungen lassen sich
beschreiben durch gebrochen lineare Abbildungen € — C,

az+b
cz+d
Offensichtlich wird hier mit einem inhomogenen Parameter z auf der kom-

plexen projektiven Geraden gerechnet: Sei U ein zweidimensionaler kom-
plexer Vektorraum. Ist a;, a; eine Basis von U, so beschreibt die Abbildung

ZH mit a,b,c,deC, ad-bc=*0. (1)

zla1+zza2+-+z:==ﬂ 2)
22
einen inhomogenen Parameter auf der projektiven Geraden M, die zu U
gehort. Jede Projektivitit o: M — M wird induziert von einer linearen Abbil-
dung A: U— U mit det4 + 0. Der Parameter z transformiert sich unter o
gerade wie in (1).
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Um nun in diesem Rahmen eine Beschreibung fiir die orientierten Linien-
elemente zu finden, zeichnen wir in U eine Determinantenfunktion det aus.
Eine Basis a;, a; von U nennen wir «normiert», wenn det (a;, a;) = 1.
U kann als vierdimensionaler reeller Vektorraum aufgefaBt werden, der
zugehorige reelle projektive Raum IP? ist dreidimensional. Wir werden
jedem r € P’ ein orientiertes Linienelement von M zuordnen.
Set zunéchst a;, a, eine normierte Basis von U. Der inhomogene Parameter
Z1
r=z,a1+zza2|—>z(r):=~z—— 3
2
kann auch als Karte auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit M aufgefafB3t
werden. In dieser Karte kann jedes Linienelement, das nicht zum Punkt oo
gehort, charakterisiert werden durch einen Punkt z € € und einen Einheits-

vektor u € C (Fig. 2).
/u

z
Figur 2

Jedem Punkt z; a;+ z; a; € IP? ordnen wir nun dasjenige Linienelement (z, u)
Zu, mit

;=B )

Man bestitigt leicht, dass diese Zuordnung wohldefiniert und injektiv ist,
und dass jedes Paar (z, u) als Bild vorkommt. Weiter kann man zeigen, dass
sie auch unabhéngig von der Auswahl der normierten Basis a;, & ist.

Die Idee, die orientierten Linienelemente auf die Punkte eines dreidimensio-
nalen projektiven Raumes abzubilden, geht im wesentlichen auf Sophus Lie
zuriick ([5], S. 238ff.). Auch spdter wird dieses Abbildungsprinzip noch
erwdhnt [8], jedoch scheint es nie zu konkreten geometrischen Untersuchun-
gen herangezogen worden zu sein. Die einzigen differentialgeometrischen
Arbeiten zur ebenen Lie-Geometrie, die dem Verfasser bekannt sind ([6] und
[7]), verwenden das Quadrikmodell.

Neu zu sein scheint unser Zugang iiber die komplexen Zahlen, der, wie wir
sehen werden, es besonders einfach macht, Lie-geometrische Aussagen an-
schaulich zu deuten.

2. Lie-geometrische Beschreibung von Kurven

Lie-geometrisch wird man eine ebene Kurve beschreiben als eine einpara-
metrige Schar von Linienelementen, die noch einer gewissen «Streifenbedin-
gung» geniigt (Fig. 3).
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AW A<

Figur 3

In Koordinaten (4) wird eine solche Schar dargestellt durch ¢ (z (¢), u (¢)),
und die zu fordernde Bedingung lautet offenbar

’

4
—eR.
—e (5)

Wir konnen diese Bedingung aber auch koordinatenfrei formulieren, denn es
gilt
Z122— 2125 22 1

TR —— = det ,rI, 6
u Z% Zs ¥4 etz ¥) ©6)

mit t:= (z;, z3). Die Linienelemente r(¢) hiillen also genau dann eine Kurve
ein, wenn

w(,t)=0, (7)

mit » ;= Im det. w ist eine nicht ausgeartete schiefsymmetrische Bilinearform
auf U, d.h. die Geraden r A 1y in IP% mit w (r, y) = 0 bilden einen nicht aus-
gearteten linearen Komplex K (vgl. Bol [3], S. 72ff.). Den Scharen von
Linienelementen, die Kurven einhiillen, entsprechen in P? also gerade die
Komplexkurven eines festen linearen Komplexes K.

Den Komplexgeraden von K entsprechen die orientierten Kreise: Sei
t = r (¢) eine Parametrisierung einer solchen Geraden mit r” = (. Beschreibt
t (z (1), u (t)) wie in (4) die Linienelementeschar ¢ — r(¢) in einer Karte, so
ist entweder ¥’ = 0 und die Kurve ist eine Gerade, oder es gilt

(::’__)': (—--——-———23 27 Zé)'= 0. ®)

u Z520— 7225

Im Fall z’=0 artet die Kurve zu einem Punkt (als Linienelementgebilde
aufgefaBt) aus. Fiir z/+ 0 ist aber z'/u’ gerade gleich i/», wobei x die
euklidische Kriimmung der Kurve ¢+ z (f) in € ist. Als Kurve konstanter
Kriimmung beschreibt z somit einen Kreis.

Weil in der ebenen Lie-Geometrie Punkte, orientierte Geraden und orien-
tierte Kreise zum Oberbegriff «Lie-Kreis» (wir sprechen im folgenden kurz
von «Kreisen») zusammengefasst werden, haben wir damit gezeigt, dass
jeder Komplexgeraden von K ein Lie-Kreis entspricht.

Man sieht leicht, dass umgekehrt zu jedem Lie-Kreis der Mobiusebene in IP?
eine Komplexgerade von K gehort. Klar ist auch, dass die Tangente an eine
Komplexkurve ¢+t (f) von K gerade dem orientierten Schmiegkreis der
zugehorigen Kurve in M entspricht.
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Unter einer «Lie-Transformation» wollen wir eine Projektivitat a: P? — IP?
verstehen, die K festlasst. Lie-geometrisch gedeutet ist @ dann eine kreistreue
Permutation der Linienelemente.

Insgesamt haben wir das folgende Abbildungsprinzip erhalten:

Mébiusebene Bildraum IP?
orientiertes Linienelement Punkt
Lie-Kreis Komplexgerade von X
Kurve Komplexkurve von K
Schmiegkreis einer Kurve Tangente der zugehdr. Komplexkurve
Lie-Transformation Projektivitit von IP3, die K festldsst
3. Lie-W-Kurven

Fine Lie-W-Kurve ist eine Kurve in der Mobiusebene, die eine Einpara-
metergruppe von Lie-Transformationen gestattet.

Jede Emparametergruppe t » o (f) von Lie-Transformationen wird 1ndu21ert
von einer Einparametergruppe ¢+ A(f) von (reell) linearen Abbildungen
A(t): U — U, die w festlassen, d. h. fiir die gilt

oA, Ay =w(r,y) alle r,ne U. 9
Durch Differenzieren von (9) folgt wegen 4 (0) =1

wo(Xt,p)+w(,Xy)=0 aller,yeU (10)
mit X:= A4’ (0).

Ist ry ein Linienelement, so werden die Linienelemente r (¢) := A4 (¢) to im all-
gemeinen keine Kurve einhiillen (Fig. 3). Die Bedingung, dass dies doch der
Fall ist, (d.h. dass ¢+ r(¢) eine Lie-W-Kurve beschreibt) ist die, dass r eine
Komplexkurve von K ist, d. h. dass gilt

0= (), ¥ (1)

=w (4 (t) v, A (f) A’ (0) 1o) (11)
= w (g, X'1p) .

Weil nach (10) die Abbildung
Ly— w,Xy) (12)

eine symmetrlsche Bilinearform ist, ist (11) die Gleichung einer Quadrik Q
in IP?.

Weil w nicht ausgeartet ist, gibt es umgekehrt zu jeder Quadrik Q in IP3 eine
bis auf die Normierung eindeutig bestimmte lineare Abbildung X: U — U



32 ElL Math., Vol. 39, 1984

mit der Eigenschaft (10), so dass (11) gerade die Gleichung von Q ist. Q ist
invariant unter den Lie-Transformationen

A@) =exp (tX), (13)

und die Kurven ¢ 4 (¢) 1o, ¥o € O beschreiben Lie-W-Kurven.

Geometrisch kann man die Lie-W-Kurven auf einer Quadrik Q C IP? folgen-
dermassen beschreiben: Abgesehen von gewissen Ausnahmepunkten schnei-
det die Tangentialebene an Q in einem Punkt r € Q die Nullebene beziiglich
K von r in einer Geraden. Diese Geraden bilden ein Richtungsfeld, dessen
Integralkurven die W-Kurven auf Q sind.

In der Mobiusebene gedeutet, beschreibt eine Quadrik Q C IP? eine zweipara-
metrige Schar von Linienelementen, d.h. ein Richtungsfeld. Wir konnen
daher sagen, dass die Lie-W-Kurven gerade die Integralkurven von «quadra-
tischen Richtungsfeldern» sind.

Wir stellen noch einige Formeln zusammen, die bei der anschaulichen Dis-
kussion der W-Kurvenscharen sehr niitzlich sein werden. Ist in U eine nor-
mierte Basis a;, a; gewihlt, so kann U durch

z
zla|+zza2+—»( 1) (14)
4]

mit €2 identifiziert werden. Durch z;= xq+ i xy, z2=x,+ i x3 sind dann
reelle Koordinaten (xg, x;, x2, x3) in U definiert. w =Im det hat in diesen
Koordinaten die Form

w (X, 9)=Xoy3— X3yo+ X1y2— X2)1. (15)

In Matrizenform geschrieben: w (r'y) =r! E y mit

0 0 0 1
0 01 0

E= 0-1 0 0 (16)
-1 0 0 0

Zu einer symmetrischen Bilinearform r, 9y B (r, y) = t'4 y findet man das
zugehorige X mit B (x, 1) = o (x, X y) furalle x,y € U als

X=—EA. (17)

21

Wenn ein Linienelement wie in (4) als (z, ) gegeben ist, so ist r = (z ) mit
2

z 1

Zx="]‘/“;", 22=—V7— (18)

ein zugehoriger Vektor in U. Die folgende Tabelle gibt an, wie man eine
Quadrikgleichung Y’ ai x;xx=0 auf die Linienelementkoordinaten (z, u)
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umrechnen kann. Wir schreiben (z, w) := 1 (z w + Z w) fiir das Skalarprodukt
in der GauB3schen Zahlenebene.

2

z
x§ — xt =Rez}=Re — = (2%, u)
Uz
2
2 z . 2
2x0x) =Im z{=Im— =—-{iz%u)
u
z
Xox2— X1 x3=Re (z;z3) = Re — ={z,u)
u
Z .
X1 X2+ xox3=1Im (z; z2) =Im— =—{iz,u)
u
x3—x3 =Rezi=Reu={l,u) =cosgp (19)
22Xy X3 =Imzi=Imi=—{i,u) =—sing
x3+x% =2z Z =zZ
xox2+x1x3=Re (z;23) = Rez
X1 X2— x9x3=1Im (2, Z3) =]mz
x5+ x3 =27, =1.

wobei u :=e'"’.
In den Linienelementkoordinaten (z, #) hat nach (19) also jedes quadratische
Richtungsfeld eine Gleichung der Form

<P (Z)’ u> —k (Z) =0 ’ (20)

wobei p ein quadratisches Polynom mit komplexen Koeffizienten in z ist,
und & (z) = 0 einen Kreis beschreibt. Ist | p (z) | < | k (2)|, so gibt es kein u, so
dass (z,u) zu dem betrachteten Richtungsfeld gehoért, ist |p (z) | > |k (2) |,
so gibt es zwei solche u. Die Grenze des Gebietes der Mobiusebene, in dem
Linienelemente des Richtungsfeldes verlaufen, ist gegeben durch

P @, w) ' =K (). @21)

(21) ist die Gleichung einer bizirkularen Quadrik I". In den nachfolgenden
Beispielen, die besonders symmetrisch gewahlt sind, zerfallt I meistens in
Kreise.

U. Pinkall, Math. Institut Universitit Freiburg i. Br.

(Fortsetzung im folgenden Heft)
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