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Uber die Anzahl von Liuferstellungen auf einem
n X n-Schachbrett

1. Das Problem

Wir untersuchen folgende Fragestellung: Auf wie viele Arten kann man k Laufer auf
einem n X n-Schachbrett so verteilen, dass sie sich gegenseitig nicht schlagen? Wir nen-
nen eine solche Stellung im folgenden eine erlaubte Liuferstellung. In [2] und [4] wird
dieses Problem im Zusammenhang mit Simon Newcombs Problem formal behandelt,
es wird jedoch keine explizite Lésung fiir den allgemeinen Fall angegeben. Robinson [5]
betrachtet demgegeniiber das Problem, n Liufer auf einem n x n-Schachbrett so zu
verteilen, dass sie sich gegenseitig nicht schlagen und dabei jedes Feld von mindestens
einem Léufer bedroht wird.

Da Léufer sich nur in Richtung der Diagonalen bewegen diirfen, zerfillt zur Beantwor-
tung des oben gestellten Problems das Schachbrett in zwei separate Bretter, ein weisses
W, und ein schwarzes S,. Ein Liufer auf dem Brett W, bedroht kein Feld aus S,, wie
auch umgekehrt. Dreht man jetzt noch die Bretter W, und S, um 45°, so werden aus
Feldern in Diagonalrichtung Senkrechte und Waagrechte. Die Laufer bewegen sich wie
Tiirme auf diesen Brettern (siche Figur 1).
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Figur 1

W, und S, sind Beispiele fiir verallgemeinerte Schachbretter, die aus einem quadrati-
schen Schachbrett durch Streichen beliebiger Felder entstehen. Eine Plazierung von k
Tiirmen auf einem verallgemeinerten Schachbrett B heisst erlaubt, falls kein Turm ei-
nen anderen bedroht. Bezeichnet man mit ¢,:=¢ (k, B) die Anzahl der erlaubten Turm-
stellungen von k Tiirmen auf dem verallgemeinerten Brett B, so nennt man die Funk-
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tion T (x,B):= Z P te x¥ mit z,;=1 Turmpolynom von B. Zum Beispiel besitzt das
Brett B von Figur 2 das Turmpolynom T (x,B)= 1+ 6x + 7x*+ x*. Das Turmpro-
blem fiir ein Brett ist somit gelost, wenn das Turmpolynom bekannt ist.

A

| Figur 2

Damit stellt sich die Frage nach der Anzahl der erlaubten Liuferstellungen als Turm-
problem fiir folgende Klassen von Brettern heraus:

N )
- A p
2 2m > & 2me1 3 2m-1 \
L
1
] ) _ €17
Wom+1 Som+ ¥ Wom=S2m LB'_
-
Figur 3

Wir wollen diese Bretter durch elementare Operationen in dquivalente, fiir unsere
Zwecke jedoch besser iiberschaubare Bretter transformieren. Zwei Bretter heissen in
diesem Zusammenhang dquivalent, wenn sie dasselbe Turmpolynom besitzen, d.h.
wenn fiir alle k£ eN die Anzahl der erlaubten Turmstellungen von k Tiirmen auf beiden
dieselbe ist. Wir nennen eine Zeile (oder Spalte) Leerzeile (oder Leerspalte), wenn sie
fiir die Plazierung eines Turmes verboten ist. Dabei betrachten wir ein verallgemeiner-
tes Schachbrett als endliche Teilmenge der Gitterebene, den Einfluss eines Turmes
nicht durch die Réinder des Brettes begrenzt. Dann lassen folgende Operationen die
Anzahl der erlaubten Turmstellungen invariant, liefern also dquivalente Bretter: Ver-
tauschen von Zeilen (oder Spalten) mit Leerzeilen (oder Leerspalten). Dies liefert z. B.
fiir S das folgende dquivalente Brett S;:
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Die drei Klassen aus Figur 3 lassen sich somit durch die drei folgenden Brett-Typen
charakterisieren:
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Zur Losung des Lauferproblems sind nunmehr im wesentlichen die Turmpolynome fiir
die Bretter W, ., ,, S,,.+; und W, zu bestimmen:

T, Wani)= », L' (mk)x*;
k
T(X,Spmsr) = 2, L"(m,k)x*;

k

T(x, W,,) =T(x,S,)=) L(m,k)x".

Die Anzahl 4 (n,k) aller erlaubten Liuferstellungen von k& Lédufern auf einem n X n-
Schachbrett ist dann gegeben durch

k
AQm+1L,k)= Y L'(mtL"(mk—1), falls n=2m+1,
t=0

k
AQmik) = ) LmL(mk—1), falls n=2m.
t=0

2. Bestimmung der Werte von L’ (m,k), L” (m,k) und L (m,k)

Ausgangsbasis ist das Turmpolynom eines Dreiecksbrettes D, der Seitenlénge p (siche
Figur 6). Seine Koeffizienten lassen sich durch die Stirlingschen Zahlen 2. Art S (p,k)
ausdriicken, die definiert sind durch die Rekursion

S+ Lk)=Sp,k—1)+kS(p,k) €))
mit den Randbedingungen S (p,0) = S (0,k) = 0 fiir alle p,k eN sowie S (0,0) = 1 (vgl.
(3D

Explizit lassen sich diese Zahlen darstellen durch

S, k) = ;}; ,20 (~1)+s (’s‘) 5. @)
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Der kombinatorische Zusammenhang zwischen Dreiecksbrettern und Stirlingschen
Zahlen 2. Art manifestiert sich im folgenden

Satz 1. Das Turmpolynom fiir ein Dreiecksbrett D, ist gegeben durch
T(x,D,)=Y,S(p+1,p+1—k)x* (vgl [4], S.213).

Beweis: Stehen auf dem Brett D, k Tiirme, so konnen entweder alle auf dem Brett D, _,
stehen oder £ — 1 von ihnen auf dem Brett D,_, und einer auf dem Brett D,\D,_,, d.h.
in der rechten Spalte der Linge p (siche Figur 6). Wird das Brett D,_, von k — 1
Tiirmen besetzt, so bleiben noch p — (kK — 1) Moglichkeiten, den letzten Turm in der
Spalte der Liange p zu plazieren. Bezeichnen wir mit D (p,k) die Anzahl der erlaubten
Stellungen von k Tiirmen auf dem Brett D,, so erhalten wir aufgrund der bisherigen
Uberlegungen folgende Rekursionsformel:

D(p,k)=D(p— LK)+ (p—k+1)D@p- 1k—1). 3)

Randbedingungen sind D (p,0) = D (1,1) = 1 fiir peN sowie D (1,k) = 0 fiir k > 2. Er-
setzt man nun in (1) k durch p + 1 — k, so geht mit D (p,k):=S(@ + L,p + 1 — k) die
Rekursion (1) in (2) iiber. Wegen S(p,p)=1 fiir alle peN, S(2,1)=1 sowie
S2,k)=0 fir k>2 (vgl. z.B. [3]) sind auch die obigen Randbedingungen er-

fullt. g.e.d.
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Mit diesen Vorbereitungen lassen sich nun die Turmpolynome der Brettklassen von
Figur 5 bestimmen.

Satz 2. Fiir m,k eN, gilt

L' (m,k) = i (";) S@m+1—1,2m+1—k), @)
L” (m, k) = i (mjl) Sem+1-12m+1-k), (5)
L(m,k) = i (’:’) SQm—t,2m — k). 6)
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Beweis: Betrachten wir zunédchst den Brett-Typ W,, ., ,! Entfernt man, wie in Figur 7
gezeigt, die gestrichelten Felder, so geht das Brett W, ., in das Brett D,, liber. Es stehe
jetzt ein Turm auf einem der gestrichelten Felder. Streicht man nun aus dem Brett D,,,
die Zeile und Spalte, die von diesem Turm bedroht wird, und fiigt den Rest mit dem in
der Einleitung geschilderten Verfahren wieder zusammen, so geht das Brett D,,, in das
Brett D,,,_, uber. Dies gilt unabhingig davon, auf welchem der gestrichelten Felder der
Turm positioniert ist. Stehen auf den m gestrichelten Feldern des Brettes W, , , gerade
t von k Tiirmen und streicht man aus D,,, die von diesen bedrohten Zeilen und Spalten,
so erhdlt man das Brett D,,,_,. Auf D, _, lassen sich dann die restlichen k£ — ¢ Tiirme so
verteilen, dass sie sich gegenseitig nicht schlagen, wobei die Tiirme auf den gestrichelten
Feldern nicht weiter berticksichtigt werden miissen. Nach Satz 1 ist dies auf D(2m — ¢,

k — t) Arten moglich. Auf den m gestrichelten Feldern lassen sich ¢ Tiirme auf (T)Arten

in zuldssiger Weise aufstellen. Damit erhalten wir:

k

Lmi= Y (’;’) DCm— tk— §)

t=0

k
=y (’:’) S@m+1—12m+1-k).

t=0

Die Formeln fiir L” (m,k) und L (m, k) kann man durch analoge Uberlegungen gewin-
nen, da durch Streichen der m + 1 entsprechend gestrichelten Felder das Brett S, ., in
das Brett D,, und durch Streichen von m entsprechenden Feldern W, in D,, _, iiber-
geht. Es bietet sich aber auch an, den folgenden Zusammenhang zwischen den einzel-
nen Brett-Typen auszunutzen, den man leicht Figur 5 entnimmt.

Lmk) =L'm—1L,k)+2m—k+ 1)L (m—1,k—1), 7
L'(mk) = L(mk)+ (2m—k+ 1)L(mk— 1), ®)
L"(m,k)= L(m,k) + 2m—k+ 2)L(m,k — 1) 9

= L'(m,k) + L(m,k — 1).
q.e.d.

Genau wie die Stirlingschen Zahlen 2. Art lassen sich auch die Zahlen L' (m,k) usw.
explizit angeben.

Satz 3. Fiir m,keN, gilt:

2m -k

1 2m—k
L'(mk) = m SZO (—=1)k*s ( ms )(s+ D"(s +2)", (10)

L" (m,k) = ) (—1)k*s (st— k) s+ s+ 2)m, (1)

1
@m—-k)! =
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2m—k

-k
Lmk) = W G 1)k+s( ) )s’”(s+1)"’. (12)

Beweis: Wir weisen die Darstellung fir L’ (m, k) nach. Es sei j = 2m — k. Wegen

s+ 1)y (s+2)"= z mf( )(m+t)s'

t=0 r=0 r

erhalten wir nach (2)

ie (—1y+s(£)(s+1)M(s+2)m - i ,,.+,( )(m+t)S(r,J)

‘s

L
!

=3 (':’) Sm+ 1+ 1,7+ 1)

I
I s
—~
N—"
=
3
+
+
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+
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Hierbei wurde folgende Rekursionsformel fiir die Stirlingschen Zahlen 2. Art benutzt:
p

Sp+1,))= Z (Ir)) S(r,j — 1) (siche z.B. [3]). Mit Hilfe von (8) und (9) ergeben sich
r=0

dann die entsprechenden Aussagen liber L" (m,k) und L (m,k). g.e.d.

Ein Zahlenbeispiel fiir m = 2 soll diese Uberlegungen abschliessen. Es ist

T(x, W) = T(x,S) = 1 + 8x + 14x2 + 4x°,
T(x, Ws) =1+ 12x + 38x* + 32x* + 4x*,
T(x,S) =1+ 13x+46x*+ 46x* + 8x*.

3. Potenzreihen

Bekanntlich sind Z S@,k)z(z—1)...z— k+ 1) =z fiir peN, erzeugende Funktio-

k=0
nen der Stirlingschen Zahlen 2. Art (vgl. [3], S.58). Entsprechendes gilt fiir die Zahlen
des Lauferproblems.

Satz 4. Fiir die Zahlen L' (m,k),L" (m,k), L(m,k) ist bei festem meN

i L'(mk)zz—1)...z=2m+k)=z"*""(1 + 2), (13)
i L'"(mk)zz—1)...z—2m+k)=z"(1 + z)"*!, (14)
i Lmk)z(z—1)...z—-2m+k+1)=2z"(1+2)" (15)

>
it
[~

eine erzeugende Funktion.
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Beweis: Wir beschrianken uns auf die Verifikation von (13).
Es ist

i L'(mk)z(z—1)...(z—2m+ k)

=§ i(T)S(2m+l—t,2m+1——k)z(z—1)...(z—2m+k) nach (4)

-3 3 (’:’) Sm+1+82m+1-k)z@z—1)...(z— 2m+ k)

= Z'"H(l + Z)'" q.e.d.

4. Ergiinzende Bemerkungen

1. Streicht man in dem Brett W,, ., von Figur 5 die beiden unteren Reihen der Léinge
2m, so erhdlt man das Brett W,, _,, also ein Brett desselben Typs. Stehen k£ Tiirme auf
W,.+1» SO konnen entweder alle, kK — 1 oder k — 2 sich auf W,,_, befinden, entspre-
chend keiner, einer oder zwei auf den beiden Zeilen der Linge 2m. kK — 1 Tiirme auf
W,.-, erlauben es, den letzten Turm in diesen Zeilen auf 2 2m — (k — 1) Feldern zu
plazieren. Stehen k — 2 Tiirme auf W,, _,, so lassen sich die beiden restlichen Tiirme
auf (2m — (k —2)) (2m — (k — 1)) Arten auf W,,, \W,,_, positionieren. Damit genii-
gen die Zahlen L'(m,k) folgender Rekursionsformel:

L'(mky=L(m—1Lk)+202m—k+ 1) L'(m— 1,k—1)
+Cm—k+1D)Cm—-k+2L'm—1,k—2) m=1k=2. (16

Wihlt man in Ubereinstimmung mit der Problemstellung als Randbedingungen
L' (m0)=1,L"(m,1)=2m(@m + 1) fiir meN, sowie L'(0,k) =0 fir £k =2, so kann
man zeigen, dass durch (4) bzw. (10) diese Rekursion gel6st wird. (16) ist unter algo-
rithmischen Gesichtspunkten giinstiger als (4) oder (10). L” (m,k) und L (m,k) genii-
gen einer entsprechenden Rekursionsformel.

2. Die explizite Darstellung von L'(m,k) in (10) liefert fir k = 2m bzw. k =2m — 1
L(m,2m)=2" bzw. L'(m,2m — 1) = 6" — 2™, was man auch direkt aus der entspre-
chenden Problemstellung entnehmen kann.

3. Aus Figur 5 kann entnommen werden, dass die Anzahl der erlaubten Turmstellun-
gen von k Tiirmen auf einem n x n-Schachbrett, die bekanntlich gegeben ist durch

T(nk)=k! (Z)z, fiir £ = 2,n = 2 immer kleiner ist als die Anzahl der erlaubten Liu-

ferstellungen A (n,k). Fiigt man z.B. fir n = 2m + 1 die Bretter -Wz,,,ﬂ und :§2m+, zZu
einem n X n -Schachbrett zusammen, so sind diese fiir das Lauferproblem separat, fiir
das Turmproblem nicht. Beim Turmproblem bedroht eine Figur auf dem einen Teil-
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brett immer auch mindestens ein Feld des anderen Teilbrettes, beim Laduferproblem
jedoch nicht. Durch Plazierung einer Figur beim Turmproblem wird die Anzahl der

Moéglichkeiten fiir die restlichen Figuren starker reduziert, als dies beim Liuferproblem
der Fall ist.

4. In den Tabellen 1 und 2 sind einige der Zahlen L' (m,k) bzw. 4 (n,k) angegeben.

Tabelle 1. Turmpolynome T'(x, Wy,  |) = Z L' (m,k)x*.
k

m 1 2 3 4 5 6

k

0 1 1 1 1 1 1
1 4 12 24 40 60 84
2 2 38 188 580 1390 2842
3 0 32 576 3840 16000 50400
4 0 4 652 12052 98292 511392
5 0 0 208 16944 322848 3047520
6 0 0 8 9080 540080 10564304
7 0 0 0 1280 412800 20453376
8 0 0 0 16 116656 20447056

Tabelle 2. Anzahl der erlaubten Liuferstellungen A4 (n,k) von k Liufern auf einem n x n-Schachbrett.

n 1 2 3 4 5 6 1 8

k

0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 4 16 25 36 49 64
2 0 4 26 92 240 520 994 1736
3 0 0 26 232 1124 3896 10894 26192
4 0 0 8 260 2728 16428 70792 242856
5 0 0 0 112 3368 39680 282248 1444928
6 0 0 0 16 1960 53744 692320 5599888
7 0 0 0 0 440 38368 1022320 14082528
8 0 0 0 0 32 12944 867328 22522960

Helmut Teschke, Universitat Koln
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