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Rechnen in endlichen Körpern
(Beispiele elementarer Zahlentheorie)

Einleitung

Wir gehen von einem Restklassenkörper K ungerader Ordnung aus. Dann gilt also
| K | =p mit p Primzahl und p + 2.

Bekanntlich lässt sich jede Primzahl/?+ 2 entweder in der Form/? 4a + 1 oder aber
in der Formp 4a— 1 mit aeN darstellen. Im ersten Fall ist — 1 Quadrat in K, im
zweiten dagegen nicht. Mit K* K\{0} schreiben wir - 1 e K*2 bzw. - 1 £ K2 [ 1 ], [3].

Das Problem

Wie viele Lösungen (x2,y2) mit x,yeK* besitzt die Gleichung

x2-y2=l. (1)

Die Lösung des Problems

Die Gleichung (1) besitzt genau a—l Lösungen der genannten Art.

Mit den bei der Behandlung diophantischer Gleichungen in N üblichen Verfahren
[2] schreiben wir x2—y2=(x—y)(x+y)= 1 und setzen x—y= v und x+y= w. Es gilt
v9weK*. Weiter erhalten wir

1 l + v2 1-v2
w=—, x=——, y^-z—v 2v 2v

a) Sei v ein behebiges Element aus K*. Dann folgt mit jc (1 + v2)/(2v) und
y=(l — v2)/(2 v) durch Einsetzen und Ausrechnen sofort x2—y2= 1.

b) Seien nun umgekehrt x,yeK* mit x2—y2= 1 gegeben. Dann existiert mindestens
ein veK* so, dass x (1 + v2)/(2 v),y=(l- v2)/(2 v).










