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This inequahty, as easily verified, implies hxbxh2b2<, 16, that is, \TX\ • |r2|_*4.
Therefore either | Tx | <, 2 or | T2 \ <, 2, which completes the proof.

Remark: If for some 0, \TX\ • \T2\=4, then K is a polygon with at most 6 sides.

W. Kuperberg, Auburn University, Auburn, Alabama, USA
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Das Gegenstück zur logarithmischen Spirale in der ebenen

isotropen Geometrie

Die logarithmische Spirale der euklidischen Ebene wurde von Descartes und
Toricelli um 1638 entdeckt und erhielt ihren Namen 1704 von Varignon. Wegen
vieler markanter Eigenschaften [1-4, 9-11] gehört sie mit zu den interessantesten
ebenen Kurven, und es erweist sich als lohnend, ihr Gegenstück in der isotropen
Ebene zu studieren. Die isotrope Geometrie wurde wesentlich von K. Strubecker
gefördert und durch Beiträge in neuerer Zeit weiterentwickelt. Sie besitzt eine von
der eukhdischen Geometrie abweichende Metrik. Wir verzichten auf die
Darstellung dieser Grundlagen und verweisen statt dessen auf die Literatur [7]. In der
Arbeit über die äquiforme Geometrie der isotropen Ebene [5] hat K. Strubecker
auf die isotropen logarithmischen Spiralen hingewiesen. Wir behandeln diese
Kurvenklasse im Rahmen der Bewegungsgeometrie, wobei viele klassische
differentialgeometrische Ergebnisse ihre isotrope Entsprechung finden.

1. Definition und einfache Eigenschaften

Jede Isogonaltrajektorie eines Geradenbüschels mit eigentlichem Trägerpunkt Z
heisst logarithmische Spirale. Besitzt Z die Koordinaten (b,d), dann wird eine
logarithmische Spirale beschrieben durch die Differentialgleichung

y-d/=ö+^-—, a9b9deR9 a+0, x + b; (1)

dabei ist a der Schnittwinkel der Isogonaltrajektorie mit den Büschelgeraden. Die
Differentialgleichung (1) besitzt die allgemeine Lösung

y a(x-b)\n\x-b\+c(x-b) + d9 ceR. (2)



62 El. Math., Vol. 38, 1983

Zu vorgegebenem Trägerpunkt Z und Schnittwinkel a stellt (2) mit c als Parameter
eine einparametrige Schar kongruenter Kurven dar (Fig. 1). Wir greifen eine
beliebige Scharkurve S heraus und erhalten bezüglich der dreigliedrigen Gruppe
G3 der isotropen Bewegungen

x'=p + x
y'=q + rx+y (3)

die Normalform

y=axln\x\ (4)

Aus (4) folgt, dass eine logarithmische Spirale der isotropen Ebene gegenüber der
Gruppe der isotropen Bewegungen den Schnittwinkel a als einzige kennzeichnende
Invariante besitzt. Wegen

limajclnlxl =0
x-0

(5)

heisst der Punkt Z asymptotischer Punkt oder auch Zentrum der Spirale. Bezüglich
ihres Zentrums ist jede logarithmische Spirale symmetrisch; sie zerfallt in zwei
Zweige.
Die isotrope Gerade z durch das Zentrum Z heisst asymptotische Gerade oder
Zentrale der logarithmischen Spirale. Diese ist wegen

/=a(l + ln|x|), lim y'=
x-t^O

oosgna, lim y'= +oosgna
x-+ T oo

(6)

ihre einzige Asymptote.

A

Figur 1 Figur 2
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Gegenüber der viergliedrigen Gruppe G4 der isotropen Ähnlichkeiten

x'=p + x \
Q

y'=q + rx + syj T (7)

besitzt die logarithmische Spirale S die Normalform

>>=jcln|jc|. (8)

Somit können die logarithmischen Spiralen bezüglich G4 nicht voneinander
unterschieden werden; sie sind alle zueinander ähnlich.
Die Gleichung der Tangente t im Spiralpunkt P(x0,y0) lautet

y=ax(l + ln\x0\)-ax0, x0+0; (9)

ihr Schnittpunkt Tmit der Zentralen z bestimmt die Tangentenspanne

TZ=ax0. (10)

Wegen (6) besitzt jede Tangente t einer logarithmischen Spirale ausser ihrem
Berührpunkt noch genau einen weiteren Schnittpunkt mit dem anderen Zweig
der Spirale.
Eine Spirale und ihre Zentrale zerlegen die isotrope Ebene in vier offene
Teilflächen. Die durch

y>axln\x\ Aax>0, y<axln\x\ Aax<0 (11)

gegebenen Teilflächen sind konvex; sie bilden den Innenbereich. Die durch

y<axln\x\ Aax>0, y>axln\x\ Aax<0 (12)

gegebenen Teilflächen bilden den Aussenbereich (Fig.2). Mit Hilfe dieser beiden
Begriffe geben wir eine Übersicht über die Anzahl der Spiraltangenten durch einen
beliebigen Punkt P der Ebene.

P liegt Anzahl der Tangenten

im Aussenbereich 3

auf der Spirale 2

im Innenbereich oder auf der Zentrale z(P^Z) 1

P=Z 0

Eine beliebige Gerade hat mit der Spirale höchstens drei Punkte gemeinsam.
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2. Krümmungsverhalten

Analog zum eukhdischen Fall ist die Krümmung x in einem Spiralpunkt

x=y"=—, x + 0
x

(13)

zu seiner Entfernung vom Zentrum umgekehrt proportional. Für den Krümmungskreis

im Spiralpunkt P(x09yQ) findet man die Gleichung

2*o

und wegen

x2+axln\x0\ ax0
2 '

j(*o)=-y(-*o)> j(0)=
ax0

(14)

(15)

folgt, dass auf diesem Krümmungskreis auch der zu P zentrisch symmetrische Punkt
P' liegt. Der Schnittpunkt R des Krümmungskreises mit der Zentralen z halbiert die
Tangentenstrecke TZ; die zu den beiden Spiralpunkten P9P' gehörenden
Krümmungskreise sind bezughch der nichtisotropen Geraden PP' achsensymmetrisch
(Fig. 3).

Figur 3

3. Spirale und Kreis

Ein isotroper Kreis k parabolischen Typs durch das Zentrum Z einer Spirale sei

gegeben durch

y= —x2+mx9 /+0; (16)
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seine Schnittpunkte mit der Spirale 5 genügen der Gleichung

aln\x\ — — x — m 0.

Als Bedingung für die Anzahl der Schnittpunkte findet man

(17)

aln
2a

l 13
Lösungen

2 Lösungen
1 Lösung

(18)

und erkennt unter Benützung des Peripheriewinkelsatzes für den Kreis ([7], S. 347)
die Gültigkeit der beiden folgenden, für die Spiralgeometrie typischen Sätze (Fig. 4).

Satz 1. Hat ein Kreis k durch das Zentrum Z einer Spirale mit dieser drei Punkte
ÖbÖ2>ß3 gemeinsam, so schneiden sich die drei zugehörigen Spiraltangenten tht29t3
in einem Kreispunkt P9 der im Aussenbereich der Spirale liegt. Ist umgekehrt P ein
Punkt des Aussenbereichs einer Spirale und sind tx,t2,t3 die drei Spiraltangenten
durch P, so liegen deren Berührpunkte Qx, Q2, Q3 zusammen mit P und dem Zentrum
Z aufeinem Kreis.

Satz 2. Hat ein Kreis k durch das Zentrum Z einer Spirale mit dieser zwei Punkte
ßi>Ö2 gemeinsam, wobei Q2 der Berührpunkt ist, so schneiden sich die zwei
zugehörigen Spiraltangenten tx,t2 im Punkt Q2. Ist umgekehrt P ein Spiralpunkt und
sind tx,t2 die zwei Spiraltangenten durch P, dann liegen deren Berührpunkte P,Q
zusammen mit dem Zentrum Z aufeinem Kreis, der die Spirale im Punkt P berührt.

oz

4.(h.f)

*(h.t)

Figur 4 Figur 5
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4. Peripheriewinkelsatz

Zu zwei Spiralpunkten P(xx,yx), Q(x2,y2)eS, P=¥Q gibt es genau eine isotrope
Mobiusmvolution ([7], S. 350), die
1. die Spirale S invariant lässt und
2. die Punkte P und Q vertauscht:

x,= *i^ /= _XiX2
y +(Xly2+X2yi) - (19)

X XX
Hiermit beweisen wir einen weiteren typischen Satz aus der Spiralgeometrie.

Satz 3 (Peripheriewinkelsatz). Sind die Spiralpunkte P(xx,yx), Q(x2,y2)eS, P+Q
und ebenso die Spiralpunkte U(x3,y3), V(x4,y4)e S einander mittels derselben
Mobiusmvolution zugeordnet, dann gilt

XPUQ+ <PVQ= <PZQ. (20)

Beweis: Einfache Notation von

*Ptfß=2___>__ ___l_____; <PVQ= y*~y< _ yi-y*
x2—x3 xx — x3 x2—x4 xx-x4

<PZQ=^-^ (21)
x2 xx

liefert unter Verwendung von (19)

xxx2 y3 1

*4= ——, 74= -X\X2—2+(xiy2+x2yx)— (22)
•*3 X3 X3

nach kurzer Rechnung die behauptete Gleichheit.

5. Spiralenpaare

Zwei verschiedene Spiralen S9 S' mit gemeinsamer Zentrale z seien gegeben durch
die Gleichungen

y-ax\n\x\ -cx-d~Q, y-a'xln\x\ -c'x-d'=0, (23)

wir betrachten das durch sie definierte Büschel

X(y-ax\n\x\-cx-d)+p(y-a'xln\x\-c'x-d') 0, X,peR. (24)
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Für X:p=—a':a erhält man die Gleichung einer Geraden h

(a-a')y-(ac'-a'c)x-(ad'-a'd) 0, (25)

die die Achse des Büschels darstellt (Fig. 5). Sie ist isotrop für a a', andernfalls
nichtisotrop; letzteres sei für die weitere Betrachtung vorausgesetzt.
Die Spirale S kann auf S' abgebildet werden durch eine isotrope Ähnlichkeit (7)
mit

p 0, q (ad'-a'd):a, r=(ac'-a'c):a, s=a':a; (26)

die Achse h ist ihre Fixpunktgerade. Hieraus resultierten die folgenden Aussagen.

Satz 4. 1. Die Schnittpunkte zweier Spiralen S,S' mit gemeinsamer Zentrale z und
verschiedener Invariante (fl + tf') liegen auf einer nichtisotropen Geraden h, die die
Achse des durch S und S' definierten Büschels ist. Die Maximalzahl der Schnittpunkte
ist daher drei.
2. Das Teilverhältnis der drei Schnittpunkte P,P',Q einer beliebigen isotropen
Geraden g =|= z mit S, S', h ist konstant

QP':QP=a':a. (27)

3. Der Schnittpunkt H der beiden Spiraltangenten t, t' in zwei parallelen Punkten
PeS,P'eS' liegt auf der Achse h. Das Teilverhältnis der drei kopunktalen Geraden

t, t', h ist konstant

*(h,t'):*(h,t) a':a. (28)

4. Es gibt genau zwei Paare (_?, P') paralleler Punkte mit der Eigenschaft, dass die
zugehörigen Tangenten t,t' parallel zueinander sind; alle vier Tangenten tx,t\,t2,t'2
sind dann auch parallel zur Achse h; Px und P2 liegen zentrisch symmetrisch auf S,
ebenso P\ und P'2 aufS'.

6. Spiralsektoren

Für den Flächeninhalt / eines Spiralsektors, der gegeben ist durch die beiden
Radien ZPX und ZP2 (Fig. 6), erhält man

f=^xlln\x2\-^x\ln\xx\-X\axln\x\dx=^(x2-x2^). (29)

Für Px Z ist x! 0 und somit

zusammen mit (10) folgt (Fig. 7)
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Figur 6 Figur 7

Satz 5. Für jeden Spiralpunkt P wird die Fläche des Dreiecks PZT, das bestimmt
ist durch die Zentrale z, die Tangente t im Spiralpunkt P und den Radius ZP, von der
Spirale halbiert1).

1: Brennkurven

Jene Gerade durch den Spiralpunkt P(xo,y0), die mit der Tangente in P den
gleichen Winkel einschliesst wie die Tangente mit dem Radius ZP, besitzt die
Gleichung

y=2a(x — x§)+axln\x§\ (31)

Die Einhüllende dieser Geradenschar mit dem Parameter x0 wird beschrieben
durch die Gleichung

<y=öx(ln|je| + l-ln2).

In Entsprechung zu einem klassischen Resultat ([1], S. 402) gilt

(32)

Satz 6. Die logarithmische Spirale ist zu ihrer Brennkurve kongruent; beide Kurven
gehen durch eine Drehung um das Zentrum Z und den Winkel +a(l — ln2) auseinander

hervor.
Wilhelm Vetter, München

1) Ein ähnliches Resultat gilt bekannthch für die Parabel (parabolischer Kreis), wobei die Fläche des

Sehnentangenten-Dreiecks von der Kurve im Verhältnis 1:2 geteilt wird.
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The lattice polytope problem

It has long been known ([6], p.50) that the only regulär polygons that can be
embedded in the cubic lattice of En are the square (for n ^ 2), the triangle and the

hexagon (both for n ^ 3) However, the analogous results for polytopes of higher
dimension have not yet been fully described ([3], p.46). In the present paper, we
shall determine exactly which regulär polytopes can be embedded in which regulär
polytopal lattices.

We shall be using the Standard Schläfli notation, specifically:
(i) The symbol \n) denotes a regulär «-gon;
(ii) the regulär w-dimensional polytope represented by {ax,a2, ,an_x) is a

convex configuration of congruent \ax,a2, ,a„_2}'s, to be called cells, which fit
together m such a way that each (/i-2)-dimensional/ace belongs to two cells,
and each (n — 3)-dimensional edge toan_x cells.

(Thus the cube, having three Squares meeting at each vertex, will be denoted by
{4.3}.)

This notation is extended in the natural way to include the regulär lattices; {6,3},
for example, refers to the hexagonal tihng ofthe plane.

The complete set of regulär polytopes is given in Coxeter ([2], p. 292-295):

in.E2:!«},withH>3;
in E3: {3,3}, {3,4}, {4,3}, {3,5}, {5,3};
inf*: {3,3,3}, {3,3,4}, {3,4,3}, {4,3,3}, {3,3,5}, {5,3,3};
in£":with«^5, {3„_,}, {3„_2,4}, {4,3„_2}.
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