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Dann ist
x3+ - +x2=0 (mod p?
1 = mod p°).

Ist p=1 (mod4) und t=2, so ist wegen s< 2 sicher s< ¢.

Ist aber t=1, so folgt p| x; und aus (6) (x,/p)*>=k (mod p*~2).

Ist p=3 (mod 4), so ist nur im Falle 1< 2 etwas zu beweisen.

Wegen B hat aber x3+ x3=0 (mod p) nur Lésungen x,, x, mit x;, x,=0 (mod p).
Also folgt aus (6)

(x1/p)*+ (x2/p)*= k (mod p*~2).

Ist p=2, so ist nur im Falle 1< 3 etwas zu beweisen.

Die Kongruenz x?+x3+ x3=0 (mod4) hat nur Lésungen x;, x5, x3 mit Xy, X5, x3=0
(mod2).

Also folgt aus (6)

(x1/22+ - - - +(x,/2)* =k (mod 2°~?)

und daraus s (k,2° %) <1.
H. Wegmann, TH Darmstadt
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Sétze vom Holditch-Typ fiir ebene Kurven

Herrn Prof. Dr. H.R. Miiller zum 70. Geburtstag gewidmet

Werden in der euklidischen Ebene die Endpunkte X und X* einer Strecke s von
konstanter Linge C entlang einer Eilinie k bewegt, so erzeugt ein fester Punkt X es
eine i.a. nichtkonvexe Kurve k. Der Fldcheninhalt des Bereiches zwischen k und £
hingt nach einem Satz von Holditch nicht von der Gestalt der Kurve k ab, sondern
nur von der Lage des Punktes X auf s [8]. Ausfiihrlichere Untersuchungen damit
zusammenhingender Fragen und Prizisierungen der klassischen Formulierung sind
bei A. Broman [3, 4] zu finden. Ein etwas allgemeineres Ergebnis erhalten wir,
wenn sich die Endpunkte der Strecke s entlang zweier verschiedener Kurven k und
k* bewegen [2]. H.R. Miiller hat diese Resultate u.a. auf ein in gewissem Sinne
«duales» Gegenstiick zur klassischen Holditch-Bewegung iibertragen [9]. Er unter-



40 El. Math., Vol.38, 1983

sucht die Gleitbewegung der Schenkel eines starren Winkels auf einer bzw. zwei
Kurven in der euklidischen Ebene und bestimmt die Enveloppenlinge von relativ
zum Winkel festen Geraden.

In der vorliegenden Arbeit wird zunichst der klassische Satz von Holditch auf
Punkte ausgedehnt, die nicht auf der Geraden durch X und X* liegen. Danach
betrachten wir Grenzfdlle der von H.R. Miiller untersuchten Winkelgleitbewegung.
Anschliessend werden Resultate fiir den Bahnflicheninhalt von relativ zum starren
Winkel festen Punkten bzw. fiir die Enveloppenlinge von relativ zur Strecke s festen
Geraden hergeleitet. Zuletzt untersuchen wir eine weitere Bewegung einer Geraden
entlang zweier Leitkurven, die der Winkelgleitbewegung von H.R. Miiller [9]
dhnelt.

1. Bewegung By,

Bei dem ebenen, geschlossenen Bewegungsvorgang By, (klassische Holditch-
Bewegung) mégen die Endpunkte X und X* einer Strecke konstanter Linge C in
einer Ebene ¢ die geschlossenen Kurven k und k* durchlaufen. Das begleitende
orthonormierte Bezugssystem D legen wir mit Hilfe des Normalenvektors a; der
Ebene ¢ wie folgt fest:

X*-X
C ’

a;.= a=azXa;. (D)

Bezeichnen wir mit v die Drehzahl [2] von Bp,, so gilt:
? §da,'a2=—§da2-al=27rv (VEZ). (2)

Relativ fest beziiglich der Strecke X X* wihlen wir nun einen beliebigen Punkt X:

X=uX+(1-p)X*+c,a, (,u,c2=oonst)

und bestimmen den (orientierten) Fldcheninhalt

- 1 - -
F(X):= 5’ §(a39X’dX) 3)

seiner Bahnkurve £ bei der Bewegung By;.

X

k k*
€2 -
. ) .
(1-u)c M€

Figur 1. Konstruktion der Bewegung By (Beispiele in Abschnitt 7).
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Dabei nutzen wir aus, dass die (durch formale Integration bestimmte) Linge L der
von einer bewegten Geraden eingehiillten geschlossenen Kurve k£ aus der ge-
schlossenen Bahnkurve eines Geradenpunktes X und dem Einheitsrichtungsvektor a
der Geraden bestimmt werden kann (s. a. [5, 6]):

L=§dX-a. “4)

Wir erhalten dann:

Satz 1. Bewegen wir die Endpunkte einer Strecke X X* konstanter Linge C entlang
zweier geschlossener Kurven k und k*, so erzeugt ein relativ zu X X* fester Punkt X
eine geschlossene Kurve k. Der Flicheninhalt F(X) des von k berandeten Bereiches
ist ausser von den Konstanten der Bewegung nur noch abhdingig von den Flichenin-
halten F(X) und F(X*) der von k und k* berandeten Bereiche und der Liinge L, der
Enveloppe der Geraden durch X und X*. Es gilt:

FX)=uFX)+(1-m)FX*)—p(1—pva C+c(vac,— Ly).

Fiir ¢,=0, d.h. die Punkte X, X* und X liegen auf einer Geraden, ergibt sich aus
Satz 1 die Verallgemeinerung des klassischen Satzes von Holditch auf zwei Leit-
kurven [2] bzw. der klassische Satz von Holditch [4, 8] selbst, wenn die Leitkurven k
und k* zusammenfallen.

2. Bewegung B,

Ein zur klassischen Holditch-Bewegung in gewissem Sinne «duales» Gegenstiick
betrachtet H.R. Miiller in [9]. Die von ihm untersuchte Bewegung wollen wir mit
B, bezeichnen. B, ist dadurch festgelegt, dass jeder Tangente ¢ einer Eilinie k so
eine Tangente t* einer anderen Eilinie k* zugeordnet wird, dass die Einheits-
richtungsvektoren ¢ und ¢* dieser Geraden stets den konstanten Winkel y ein-
schliessen:

t-t*=cosy (y =const).

o)

k*

Figur 2. Konstruktion der Bewegung B; ; (Beispiele in Abschnitt 7).



42 EL Math., Vol.38, 1983

Im Abstand 4 vom Schnittpunkt 7" der Tangenten ¢ und ¢* wird dann eine Gerade ¢
mit dem Einheitsrichtungsvektor:

- sin a sina
FoSRO @) sma L const) 5)
siny siny

gewihlt. Hierbei muss fiir y zunéchst gelten:

y#znm (zeZ). (©)

Fiir die (durch formale Integration bestimmte) Ldnge L der von der Geraden ¢ bei
der Bewegung B, eingehiillten Kurve £ fand H.R. Miiller, dass diese allein durch
die Konstanten y, a, A und die Ldngen L und L* von k und k* iiber die folgende
Beziehung bestimmt ist:

sin (y — a)
siny smy

L=

CL*+274  .]9)). )

Im folgenden wollen wir nun die durch (6) ausgeschlossenen Grenzfille y — 0 und
y — 7 fir den Fall betrachten, dass A =0 ist, d.h. 7, t* und 7 schneiden sich im Punkt
T. Wir setzen dabei voraus, dass die beiden Leitkurven k& und k* positiv orientiert
sind und ihre Orientierung mit der der Tangenten ¢ und 7* in den jeweiligen Beriihr-
punkten iibereinstimmt. Wir kénnen dann vier Fille unterscheiden.

Fall 1. Die Leitkurven k und k* seien verschieden und wir fordern y — 0. Der
Tangentenschnittpunkt 7 wandert dabei ins Unendliche, die Tangenten ¢ und #*
werden parallel mit gleicher Orientierung. Damit die Beziehung (5) sinnvoll bleibt,
miissen wir auch a — 0 streben lassen. (a — n ergibt das gleiche Resultat mit um-
gekehrten Vorzeichen.) Die Gerade 7 wird dann parallel zu t und t*. Bezeichnen wir
mit A D (A= const) den Abstand der Parallelen ¢ und ¢ und mit (1— 1) D den von ¢
und ¢* (D ist i. a. nicht konstant!), dann gilt:

. D . _
hmsma=i_=l, limsm(y a)=(1 A)D

: : =1-1.
a,y—0 810y D a,y—0 siny D

Aus (7) folgt somit fiir die Ldnge L der von ¢ eingehiillten Kurve:
L=(1—A)L+AiL*.

Fall 2. Strebt bei zwei Leitkurven y =z und a— 0, so wandert auch diesmal der
Tangentenschnittpunkt 7 ins Unendliche. Die parallelen Tangenten t und * sind
aber jetzt entgegengesetzt orientiert. Wir erhalten:

. 1D . _
limsfna=— Y lim sm(? a)=(1 A)D
a—-0 Siny D a0  Siny D
iand yand

=1-4.
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Fiir die Enveloppenlinge L der Geraden 7 gilt also:
L=(Q1-A)L—-AL*.

Fall 3. Fallen die Leitkurven k und k* zusammen, so erhalten wir fiir y» 7z und a — 0
einen Spezialfall von Fall 2. Aus L= L* folgt nun:

L=(1-2A)L.

Fall 4. Fordern wir im Falle einer Leitkurve, dass y — 0 strebt (a =const, aber
beliebig), so fallen die Tangenten ¢ und t* zusammen und ihr «Schnittpunkt» T
liegt auf k. Die Enveloppe von 7 ist jetzt eine Evolutoide von k. Fiir ihre Ldnge L
folgt aus (7):

I =71 lim sina +sin(y —a)

: =] cosa .
y—0 siny

3. Bewegung Bp

Durch Kombination der klassischen Holditch-Bewegung By, und der dazu in
gewissem Sinne «dualen» Winkelgleitbewegung B;; von H.R. Miiller erhalten wir
noch weitere ebene Bewegungen. Zunichst betrachten wir die Bewegung By, die
wie B;, durch das Gleiten der Schenkel ¢ und t* eines starren Winkels auf zwei
Eilinien k& und k* festgelegt ist. Dabei sei wieder vorausgesetzt, dass die Offnung
y des Winkels kein Vielfaches von # ist. Wir untersuchen jetzt anstatt der Envelop-
penldnge einer Geraden den Flicheninhalt F(X) der Bahnkurve k eines Punktes X,
der durch die konstanten Abstdnde b und b* festgelegt ist (s. a. Figur 3):

i b—b* b*—b
X=T+ OV ot %7 ¢+ (b,b*,y=const). 8)

sin?y sin?y

Figur 3. Konstruktion der Bewegung Br, (Beispiele in Abschnitt 7).

Bezeichnen wir mit 4 den konstanten Abstand des Punktes X vom Winkelscheitel 7,
dann erhalten wir mit Hilfe der Beziehungen (3), (4) und (8) fiir den (orientierten)
Bahnflidcheninhalt F(X) das folgende Resultat:
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Satz 2. Bei der Gleitbewegung der Schenkel eines starren Winkels der Offnung y auf
zwei Eilinien k und k* erzeugt ein relativ zum Winkel fester Punkt X eine geschlossene
Kurve k. Der Flicheninhalt F(X) des von k berandeten Bereiches ist ausser von den
Konstanten der Bewegung nur noch abhdngig von den Lingen L und L* von k und k*
und dem Bahnfldcheninhalt des Winkelscheitels T. Es gilt:

F(}?)=F(T)+52n+—b~L—:lifi-

siny

4. Bewegung B,

Die Bewegung B, ,, die nun betrachtet werden soll, wird wie die klassische Holditch-
Bewegung By, durch eine Strecke X X* konstanter Linge C festgelegt, deren End-
punkte X und X* zwei geschlossene Kurven k und k* durchlaufen. Anstatt des
Bahnflicheninhaltes eines Punktes bestimmen wir jetzt aber die Enveloppenlinge L
einer relativ zu X X* festen Geraden g. Im begleitenden Bezugssystem, das wie bei
der Bewegung B, gewihlt wird, sei der Einheitsrichtungsvektor ¢ von g durch

t:=cosaa;+sinaa,  (a=const)

festgelegt und die Gerade verlaufe durch

X=puX+(1—-p)X*+c,a, (u,c, =const).
Fiir den konstanten Abstand X des Punktes X von g gilt dann:
K=(1-u)sina C—c,cosa . )]

Mit Hilfe der Beziehungen (1) und (2) folgt nun aus (4) fir die (durch formale
Integration bestimmte) Ldnge L der von g bei der Bewegung B;, eingehiillten
Kurve k:

dX-t bzw. (10)

L
L=cosa(L,—v2mncy)+sina(1—p)v2nC+sina §dX - a,.

o

x>

Figur 4. Konstruktion der Bewegung B; > (Beispiele in Abschnitt 7).
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L, ist dabei die Lange der von der Geraden durch die Punkte X und X* bei B,
eingehiillten Kurve, und v ist die Drehzahl der Strecke X X* (s. Abschnitt 1). Das
Integral §dX - a, konnen wir nach (4) als Linge L, der Kurve deuten, die von einer
Geraden durch X mit dem Richtungsvektor a, bei der Bewegung eingehiillt wird.
Fiir L, gilt nach [2], S.133:

L,=$dX -a,=§pdo, (11)

wobei p der Abstand der bewegten Geraden vom Gangpol P ist. Aus der Herleitung
des Satzes von Holditch in [2], S. 120 und 114f., folgt in unserem Fall:

2F(X*)=C*v2n-2C§pdd+2F(X). (12)

Dabei sind F(X) und F(X*) die Flicheninhalte der von den Kurven k£ und k* be-
randeten Bereiche. Aus den Beziehungen (9) bis (12) erhalten wir somit:

Satz 3. Bewegen wir die Endpunkte einer Strecke X X* konstanter Linge C entlang
zweier geschlossener Kurven k und k*, so hiillt eine relativ zu X X* feste Gerade g
eine geschlossene Kurve k ein. Die Linge L von k ist ausser von den Konstanten der
Bewegung nur noch abhdingig von den Flicheninhalten F(X) und F(X*) von k und k*
und der Linge L, der Enveloppe der Geraden durch X und X*. Es gilt:

_ (F(X)—F(X*)

L=cosa L,+sina
! C

——an) +v2n K.

5. Bewegung B ;

In diesem Abschnitt wollen wir nun noch eine Bewegung B;; untersuchen, die der
von H.R. Miiller [9] betrachteten Bewegung B;; dhnelt. Wie bei B;,; und auch bei
By, gehen wir bei B;; von der Gleitbewegung der Schenkel 7 und r* eines starren
Winkels mit Scheitel T auf zwei Eilinien £ und k* aus. S bzw. $* sei der Beriihr-
punkt der Tangente ¢ bzw. t* mit der Kurve k bzw. k*. Wir wollen nun die Envelop-
penlinge L einer Geraden t bestimmen, die zwar i.a. nicht fest beziiglich des starren
Winkels ist, deren Lage aber durch den Winkelscheitel T, die Kurvenpunkte S und
S* und die Einheitsrichtungsvektoren ¢ und #* der Geraden ¢ und ¢* festgelegt ist.
Die Gerade ¢ verlaufe durch den Punkt X und habe den Einheitsrichtungsvektor ¢:

Xi=pu(pT+(1-p)S) + (1) (p* T+(1-p*)S*) ,
_sin(y—a) sina . _
= siny t+ o7 t (u, p, p*,a,y =const).

Fiir die (durch formale Integration bestimmte) Ldnge L der von der Geraden 7 bei
der Bewegung B, ; eingehiillten Kurve £ folgt dann mit Hilfe der Beziehung (4):
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Figur 5. Konstruktion der Bewegung B; 3. Fiir die Abstandsfunktionen f;, f} gilt:
L__» h_ _»p*

fto1=p" B 1-p*

HL_ v
=== (u,p,p* = const).
A

l—p

Satz 4. Bei der Gleitbewegung der Schenkel eines starren Winkels der Offnung y auf
zwei Eilinien k und k* hiillt eine Gerade t, die beziiglich des Winkels und dessen
Beriihrpunkten mit k und k* relativ fest ist, eine geschlossene Kurve k ein. Die Linge
L von k ist ausser von den Konstanten der Bewegung nur noch von den Lingen L und
L* von k und k* abhdngig. Es gilt:

- . L*—cosyL
L=ucosa L+ e
ucosa U psina siny
. L—cosy L*
+(1=pcos (y=a) L*+ (1= ) p* sin(y —a) ==L
: -

Eine zusitzliche Parallelverschiebung der Geraden f um eine konstante Strecke A
hat, analog zur Bewegung B;, (s. (7)), einen Zusatzterm 2n A4 zur Folge. Dem
Spezialfall p= p* = I der Bewegung B, ; entspricht dann gerade die von H.R. Miiller
untersuchte Winkelgleitbewegung B ; (s. Abschnitt 2).

6. Ubertragung auf Regelfliichen

Die hier hergeleiteten Ergebnisse fuir die Ldngen und Fldcheninhalte ebener Kurven
konnen auch auf Integralinvarianten geschlossener Regelfldchen des dreidimen-
sionalen euklidischen Raumes verallgemeinert werden. Statt der Kurvenldnge
betrachten wir bei den Regelflichen die Offnungsstrecke und statt dem ebenen
Flicheninhalt eine globale Regelflicheninvariante, die als «Fldcheninhalt» einer
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Regelfliche bezeichnet werden kann (s. [6]). Lassen wir die Regelflichen zu
Tangentenscharen ebener geschlossener Kurven entarten, so erhalten wir aus den
Holditch-Siatzen fur diese globalen Regelflicheninvarianten direkt die Resultate
dieser Untersuchung fiir ebene Kurven. Sidtze vom Holditch-Typ fiir Regelflichen
sind besonders interessant, weil wir aus ihnen auch Ergebnisse fir sphdrische Kurven
herleiten konnen, wenn wir die sphdrischen Erzeugendenbilder der Regelfldchen
betrachten (s. [7]).

7. Beispiele

Abschliessend sollen einige Beispiele der in dieser Arbeit beschriebenen Bewe-
gungen bzw. der dabei erzeugten Kurven graphisch dargestellt werden. Die Be-
rechnung und Zeichnung der Kurven wurde von einem Computer (bzw. Plotter)
ausgefithrt. (Beispiele von mechanisch erzeugten Holditch-Kurven sind in [1] zu
finden.) Zur besseren Ubersichtlichkeit beschrinken wir uns hier auf den Sonderfall,
dass die Leitkurven k und k* identisch sind.

a) Bewegung By,

(2)

'
X
X
C2=O C2=0
p#=0,5 (1) #=05

(2) u=0,2
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b) Bewegung B,

y=60°
(1) a=130°
(2) a=150°
3) a=170°

¢) Bewegung Bp,

y=90°
(D) b*=—-b=0
2).b*=—b=c
(3) b*=—-b=2c

(c=const, c>0)

d) Bewegung B;,

u=0,5

a=30°
(1) C2=0
(2) ¢,>0

El Math., Vol.38, 1983

Leonhard Hering, TH Darmstadt
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. . m n
Die Potenzreihe ' n z ,meN

Ein kurzer Weg zur Berechnung dieser Potenzreihe soll im folgenden dargelegt
werden.

Gegeben sei der p-te Differenzenoperator D?, welchen man folgendermassen
definieren kann:

Dlan=an_an—-l,
DFtla,=DY(DPa,)  (p21),

wobei die a,, ne Z, irgendwelche komplexe Zahlen sind.
Mit Hilfe des Prinzips der vollstdndigen Induktion (nach p) zeigt man, dass sich D”?
schreiben lésst als

P
ra= 3 (~1¥ () ay. (A)
Jj=0 J
Ebenfalls mit Hilfe der vollstindigen Induktion nach p zeigt man folgendes:

Aus’lim ¥|a,| =1 und a_,=0 fir neN folgt (B)

n—oe

(1-—2)y 20 a,z"= i (DPa,)z".
n= n=0
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