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Zur mittleren Anzahl von Schritten beim euklidischen
Algorithmus

1. Einleitung

Für jedes Paar a,b natürlicher Zahlen liefert der übliche euklidische Algorithmus
durch sukzessive Division eine Folge von Gleichungen

a =zq\b + rx

o =q2rx + r2

rx =qir2 + r3

rk-X~qk+Xrk + rk+X
USW.

mit «_>r1>r2> • •• >rn 0. Der grosste gemeinsame Teiler von a und b ist dann
rn_x (bzw. b für n=l). Wir bezeichnen die Anzahl n der Gleichungen bzw.
Divisionsschritte bei der obigen Form des Algorithmus mit T(a,b). T(a,b) ist
bekanntlich gleichfalls die Länge des Kettenbruches \qxA2^^q^ ?ür den Bruch
a/b, so dass die mittlere Schrittzahl des euklidischen Algorithmus für alle a,b mit
l^a,b^N, also

1 Ä Ä
r"-152 S Z T(a,b) (2)

^V a=l b=X

auch die mittlere Länge dieser Kettenbruchdarstellungen der (gemeinen) Brüche
a/b mit 1 ^a,b^N darstellt.
Beide Mittelwerte sind offensichtlich zahlentheoretisch interessante Grössen, die
mittlere Schrittzahl des euklidischen Algorithmus sogar aus praktischen Gründen:
Ich selbst bin auf die Frage nach TN gestossen bei der Vorbereitung von Schulversuchen

zur Wiedereinführung von gewissen Formen des euklidischen Algorithmus,
als Hilfe beim Kürzen, in den Mathematikunterricht der allgemeinbildenden
Schulen. Das Interesse an dieser Fragestellung wird gleichfalls durch die Literatur
der letzten Jahre [2-6] belegt. Der Beweis unseres Satzes beruht ganz wesentlich auf
einem Satz von Dixon von 1970.



12 EL Math., Vol. 38, 1983

2. Elementare Eigenschaften der Funktion T

Wir stellen die elementaren Eigenschaften der Funktion T in dem folgenden
Lemma zusammen:

Lemma 1. Für alle a,beN gilt:
(1) T(a,b)=l<=>b\a.
(2) T(a,b)=T(b,a)+l für a<b.
(3) T(a,b)=T(a + b9b), d.h. für festes b ist T(a,b) eine periodische Funktion von a
der Periodenlänge b.

(4) T(a,b)= T(a,b + a) für b>a, d.h. fürfestes a undb>a ist T(a,b) eine periodische

Funktion von b der Periodenlänge a.
(5) Die kleinste Zahl a,für die T(a,b) einen gegebenen Wert neN annimmt, ist die

(n + 2)-te Fibonacci-Zahl Fn+2; dann ist weiter b Fn+ x (n ^ 2).

an-(-a)~'Lame 1845, Fn= ±-^\—mita (l/2)(l + VT))
K a+a l I

(6) l<>T(a,b)<>
l + l°ga

(a^b).
loga

(Anm.:a=l.6lS0...,(loga)-x 2.0n0...)
Die Beweise für (l)-(4) sind leicht zu führen. (5) folgt daraus, dass für gegebenes

n=T(a,b)a minimal wird für qx q2= •• =^n-i (l/2)^ r„_1= 1. (6) ergibt sich

aus (5) und der Abschätzung Pw+1_>5"1/2aw(neN0). - Aus diesem Lemma folgt
ein einfaches Verfahren, um für jedes n die nxn-Matrix (T(a,b))%b=x praktisch
ohne Rechnung zu gewinnen, das wir nun noch kurz beschreiben:

Folgerung. Man erhält die Elemente jeder n x «-Matrix (T(a, b)) nah^ x durch folgendes

Verfahren:
1. In die erste Spalte der Matrix (b=l), und in die Hauptdiagonale (a b) kommen
lauter Einsen.
2. Es seien bereits die ersten k Spalten der Matrix bekannt. Dann erhält man die
ersten k Elemente der (k+l)-ten Spalte (also T(a,k+l) für a=l,2,...,k) nach
Lemma 1 (2) durch «Spiegelung an der Hauptdiagonalen» und Addition von 1.

Der Rest der (k+ l)-ten Spalte ergibt sich aus (1) und der Periodizität von T, gemäss
Lemma 1 (3).

Beispiel^ 8):

\b
a\ 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 2 2 2 2 2 2 2

2 1 1 3 2 3 2 3 2

3 1 2 1 3 4 2 3 4
4 1 1 2 1 3 3 4 2

5 1 2 3 2 1 3 4 4
6 1 1 1 2 2 1 3 3

7 1 2 2 3 3 2 1 3

8 1 1 3 1 4 2 2 1

Tafel 1. T(a,b)iur 1 <_«,_><_ 8.
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Für das folgende brauchen wir noch das

Lemma 2 (Dixon 1970). Zujedem positiven £ gibt es ein c0> 0 mit

\T(a,b)- ~log2loga\ <(loga)x/2+* (3)
n

für alle bis aufhöchstens N2 exp {— c0 (log Nf/2} der Paare a,b mit l^b<,a<,N.

Anmerkung: 127r~2 log 2 0.84276..., c0 hängt nur von« ab. Dieses Resultat scheint
ziemlich tief zu hegen und ist entsprechend schwierig zu beweisen. Als Folgerung
erhält man dagegen eine erste Näherung für das asymptotische Verhalten von TN
für _V-> oo relativ leicht.

3, Verhalten von 7^ für grosse _V

Wir beweisen den folgenden

Satz. Für grosse N undjedes positive £ gilt

^=(-^log2)log_V+0 ((logN)x/2+e)

Beweis: Wir zeigen zunächst

TN= -^-log2 • j^ t aloga+0((logN)x/2+°) (4)

Um Lemma 2 zur Abschätzung von TN anwenden zu können, formen wir die rechte
Seite von (2) nach Lemma 1(1) und (2) so um, dass wir l^b^a<.N erhalten:

1 3 2 £ AT"-T-W + lP&&T(fl'b)

jp±±T(a,b)+G(l).

Es sei nun D die Menge der Paare (a, b) e N x N für die l^b^a^N und für welche
die Abschätzung (3) von Lemma 2 gilt, D' dagegen die Menge derjenigen Paare
mit l^b<a<>N, für die Dixons Abschätzung von T(a,b) falsch ist und für welche
wir daher die allgemeine Abschätzung von Lemma 1 (6) benutzen wollen. Dann
beträgt die Anzahl der Paare in D' höchstens

\D'\ <_ JV2exp{-c0-(logNy/2}. (5)
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Damit erhalten wir

2 Ä A 12 2 N <*

* A £ r(a'Z°~ "rflog2' ^.5 Z 1°8«

--Sä S (r(a,.)-i|log21oga)

+ 4 Z r(a,.)-^-log2--^ S loga

^Z. + Zz + Zs-

Nach Lemma 2 erhält man für den ersten Summanden ]>_, mit | D | <: AT2:

IZil^4- Z (iogfl)i^+«-o(aogiv),/i+«).
^ (a,_»)eZ)

Nach Lemma 1 (6) und mit (5) erhält man für den zweiten Summanden £2:

IY I < — Y
1 + logfl

^OaogiV- exp{-c0(log_V)e/2})=o(l).

Ebenso ist der dritte Summand X.3 ö0)- Damit ist (4) bewiesen. Um schliesslich
noch das asymptotische Verhalten von Y^a^xa^°%a zu bestimmen, hegt es nahe,
die Euler-Maclaurinsche Formel [1]

tf(kHf(t)dt+ 1 tf(l)+f(n)} + ]p(t)f'(t)dt
*=i i 2 \

mit P (/)=t- [t] + 1 /2 anzuwenden. Wir erhalten mit | P (/) | < 3/2

£ N N N
X aloga =$tlogtdt+ --logN+$P(t)(logt+ l)dt

a**\ x 2 x

N2
—iogi\r+iv20(i).

Damit haben wir schliesslich erhalten

Tjäil r(fl,Ä)=^|log21ogiV+0((logiV)1/2+£).
N* fl__l £,__! 7T
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Der Grundgedanke dieses Beweises ist also, zu zeigen, dass diejenigen Paare (a,b),
deren Schrittzahl T(a,b) die Abschätzung von Dixon (Lemma 2) erfüllen, den
Hauptbeitrag zu dem gesuchten Mittelwert liefern.
Zum Abschluss seien noch einige numerische Ergebnisse angegeben, wie man sie

mit einem programmierbaren Taschenrechner errechnen kann. Die Zahlen der
Tabelle sprechen wohl für sich.

N TN -^- log2 logiV

100 3 98 3 88

200 4 55 4 47

300 4 89 481
400 5 13 5 05

500 5 31 5 24
1000 590 5 82

Der Wert für n= 1000 wurde durch Simulation (Monte-Carlo-Methode) gewonnen
[7]. Hans Kilian, Dortmund
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Regulär graphs containing a given graph

In the first book on graph theory ever written, D6nes König [4] proved that for every
graph G, of order p and maximum degree d, there is a ^-regulär graph H containing
G as an mduced subgraph. Paul Erdös and Paul Kelly [1] solved the extremal
problem of determining for a given graph G, the exact minimum number of points
which must be added to obtain such a supergraph H. Our purpose is to study the
corresponding problem where G is a subgraph of H which is not necessarily induced.
We prove that at most d+ 2 new points are needed, and that this bound which is

independent ofp is best possible.
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