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Zur mittleren Anzahl von Schritten beim euklidischen
Algorithmus

1. Einleitung

Fiir jedes Paar a,b natiirlicher Zahlen liefert der iibliche euklidische Algorithmus
durch sukzessive Division eine Folge von Gleichungen

a =q1b+r1
b =qyr+n
ry =qintr;

Te—1=Qk+1T+ Thet 1

usw.
mit a>ry>r,> - >r,=0. Der grosste gemeinsame Teiler von a und b ist dann
r,— (bzw. b fir n=1). Wir bezeichnen die Anzahl n der Gleichungen bzw.
Divisionsschritte bei der obigen Form des Algorithmus mit T(a,b). T(a,b) ist
bekanntlich gleichfalls die Linge des Kettenbruches [q;,¢,,...,q,] fir den Bruch

a/b, so dass die mittlere Schrittzahl des euklidischen Algorithmus fiir alle a,b mit
1<a,b<N, also

1 N XN
Ty=5 2 2, T(@b) @
a=1b=1

auch die mittlere Linge dieser Kettenbruchdarstellungen der (gemeinen) Briiche
a/b mit 1 <a,b<N darstellt.

Beide Mittelwerte sind offensichtlich zahlentheoretisch interessante Grossen, die
mittlere Schrittzahl des euklidischen Algorithmus sogar aus praktischen Griinden:
Ich selbst bin auf die Frage nach T gestossen bei der Vorbereitung von Schulver-
suchen zur Wiedereinfithrung von gewissen Formen des euklidischen Algorithmus,
als Hilfe beim Kiirzen, in den Mathematikunterricht der allgemeinbildenden
Schulen. Das Interesse an dieser Fragestellung wird gleichfalls durch die Literatur
der letzten Jahre [2-6] belegt. Der Beweis unseres Satzes beruht ganz wesentlich auf
einem Satz von Dixon von 1970.
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2. Elementare Eigenschaften der Funktion T

Wir stellen die elementaren Eigenschaften der Funktion 7' in dem folgenden
Lemma zusammen:

Lemma 1. Fiir alle a,beN gilt:

(1) T(a,b)=1<b|a.

2) T(a,b)=T(,a)+1 fur a<b.

(3) T(a,b)=T(a+b,b), d.h. fiir festes b ist T(a,b) eine periodische Funktion von a
der Periodenlinge b.

(4) T(a,b)=T(a,b+a) fir b>a,d.h.fir festes a und b>aist T (a,b) eine periodi-
sche Funktion von b der Periodenlinge a.

(5) Die kleinste Zahl a, fiir die T (a,b) einen gegebenen Wert ne N annimmt, ist die
(n+ 2)-te Fibonacci-Zahl F,, , »; dann ist weiter b=F, . (n=2).

(Lamé1845, F=2 -J(r;fz— mz'za=(1/2)(1+\/?))
1+loga
© 1sT@b)= 5% @zb).

(Anm.: a=1.6180...,(loga)~'=2.0780...)

Die Beweise fiir (1)-(4) sind leicht zu fithren. (5) folgt daraus, dass fiir gegebenes
n=T(a,b) a minimal wird fir ¢,=¢,=---=¢,_;=(1/2)g,=r,_1=1. (6) ergibt sich
aus (5) und der Abschétzung F,,+125"/2a” (neNp). - Aus diesem Lemma folgt
ein einfaches Verfahren, um fir jedes n die nx n-Matrix (7T (a,b))% -, praktisch
ohne Rechnung zu gewinnen, das wir nun noch kurz beschreiben:

Folgerung. Man erhilt die Elemente jeder n x n-Matrix ( T'(a, b))%, durch folgen-
des Verfahren:

1. In die erste Spalte der Matrix (b= 1), und in die Hauptdiagonale (a=b) kommen
lauter Einsen.

2. Es seien bereits die ersten k Spalten der Matrix bekannt. Dann erhilt man die
ersten k Elemente der (k+ 1)-ten Spalte (also T'(a,k+1) fur a=1,2,...,k) nach
Lemma 1 (2) durch «Spiegelung an der Hauptdiagonalen» und Addition von 1.
Der Rest der (k+ 1)-ten Spalte ergibt sich aus (1) und der Periodizitdt von T, gemiss
Lemma 1 (3).

Beispiel (n=8):

b
a 1 23456 78
1 12222222
2 11323232
3 1213 4234
4 11213342
5 1 2321344
6 11122133
7 12233213
8 113142 21

Tafel 1. T(a,b) fur 1<a,b<8.
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Fiir das folgende brauchen wir noch das

Lemma 2 (Dixon 1970). Zu jedem positiven ¢ gibt es ein cy> 0 mit
12
| T(@,b)— —5 log2 logal < (loga)!/2+e 3)

fiir alle bis auf hichstens N? exp { — ¢, (log NY'/?} der Paare a,b mit 1<b<a<N.
Anmerkung: 1272 log2=0.84276...,c, hingt nur von ¢ ab. Dieses Resultat scheint
ziemlich tief zu liegen und ist entsprechend schwierig zu beweisen. Als Folgerung

erhilt man dagegen eine erste Ndherung fiir das asymptotische Verhalten von Ty
fiir N— oo relativ leicht.

3. Verhalten von Ty fiir grosse N
Wir beweisen den folgenden

Satz. Fiir grosse N und jedes positive ¢ gilt
12
Ty= (? logz) log N+O ((log N)!/2+¢)

Beweis: Wir zeigen zunichst

12 2 X
Ty=—5log2- —7 ), aloga+0((logN)'/2*¢). )
a=1

Um Lemma 2 zur Abschitzung von Ty anwenden zu kénnen, formen wir die rechte
Seite von (2) nach Lemma 1 (1) und (2) so um, dass wir 1<b<a< N erhalten:

2 N a
N 2 2 T@b)+0().

Es sei nun D die Menge der Paare (a,b)e N X N fiir die |<b<a< N und fiir welche
die Abschitzung (3) von Lemma 2 gilt, D’ dagegen die Menge derjenigen Paare
mit 1<b<a< N, fir die Dixons Abschitzung von T (a,b) falsch ist und fiir welche
wir daher die allgemeine Abschitzung von Lemma 1 (6) benutzen wollen. Dann
betrigt die Anzahl der Paare in D’ héchstens

| D’ <N? exp{-coilogN)e/Z}. (5)
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Damit erhalten wir

2 N
=

a=1b

12 N a
1 T (a,b)— log2 — Z 2 loga
a=1b=1

M::

]

2 {T(a b) 12 log21
= y O )~ oga
N? (a,b)eD n? . &

2 12 2
+—ﬁ2—(02 T(a,b)—“7[—210g2'7\;2‘ >, loga

,b)e D’ (a,.b)e D’
=D+ 20+

Nach Lemma 2 erhilt man fiir den ersten Summanden Zl mit | D| < N?:
2
12l =57 2 (oga)/i+=0((ogN)'2+e).
(a,b)eD
Nach Lemma 1 (6) und mit (5) erhilt man fiir den zweiten Summanden ) ,:

1+loga
S PO,
lZzl (a b)eD loga

=0(logN - exp{—cy(log N¥/2))=0(1).

Ebenso ist der dritte Summand ),;=0(1). Damit ist (4) bewiesen. Um schliesslich
noch das asymptotische Verhalten von D> Y_,aloga zu bestimmen, liegt es nahe,
die Euler-Maclaurinsche Formel [1]

n n 1 n
kg,lf (k) =§ fydi+ = f(D)+f ()} +{P Of

mit P (f)=1—[t]+ 1/2 anzuwenden. Wir erhalten mit | P (r)| <3/2

N N N N
Zlaloga =(tlogtdi+ 1 log N+ [ P () (logz+ 1)dt
1 1

a=

—]gz——logN+N20(l).

Damit haben wir schliesslich erhalten

2 i 2 T (a,b)= —1—2—10g2 log N+ O ((log N)!/2+¢)

a==b
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Der Grundgedanke dieses Beweises ist also, zu zeigen, dass diejenigen Paare (a,b),
deren Schrittzahl T'(a,b) die Abschitzung von Dixon (Lemma 2) erfiillen, den
Hauptbeitrag zu dem gesuchten Mittelwert liefern.

Zum Abschluss seien noch einige numerische Ergebnisse angegeben, wie man sie
mit einem programmierbaren Taschenrechner errechnen kann. Die Zahlen der
Tabelle sprechen wohl fiir sich.

N ) Ty 1—3 log2 logN
n
100 3.98 3.88
200 4.55 447
300 4.89 481
400 5.13 5.05
500 5.31 5.24
1000 5.90 5.82

Der Wert fiir n= 1000 wurde durch Simulation (Monte-Carlo-Methode) gewonnen
(7] Hans Kilian, Dortmund

LITERATURVERZEICHNIS

1 R.P. Boas, J.R.: Partial sums of infinite series, and how they grow. Am. Math. Monthly 85, 237-258
(1978).

2 J.D. Dixon: The number of steps in the Euclidean algorithm. J. Number Theory 2, 414-422 (1970).

3 J.D. Dixon: A simple estimate for the number of steps in the Euclidean algorithm. Am. Math.
Monthly 78, 374-376 (1971).

4 H. Heilbronn: The average length of a class of finite continued fractions. In: Abhandlungen zur
Zahlentheorie und Analysis. Hrsg. Paul Turan. Plenum Press, New York 1968.

5 D.E. Knuth: The Art of Computer Programming, Vol.2. Seminumerical Algorithms. Addison-

Wesley Publishing Company, Reading, Mass., 1969.

J.W. Porter: On a theorem of Heilbronn. Mathematika 22, 20-28 (1975).

7 H. Kilian: Stochastische Uberlegungen in zahlentheoretischen Zusammenhingen - 4 Beispiele. In:
Schriftenreihe Didaktik der Mathematik der Universitdt fur Bildungswissenschaften Klagenfurt,
Bd. 3, 1980.

[=,)

© 1983 Birkhéduser Verlag, Basel 0013-6018/83/010011-05$1.50+ 0.20/0

Regular graphs containing a given graph

In the first book on graph theory ever written, Dénes Konig [4] proved that for every
graph G, of order p and maximum degree d, there is a d-regular graph H containing
G as an induced subgraph. Paul Erdés and Paul Kelly [1] solved the extremal
problem of determining for a given graph G, the exact minimum number of points
which must be added to obtain such a supergraph H. Our purpose is to study the
corresponding problem where G is a subgraph of H which is not necessarily induced.
We prove that at most d+ 2 new points are needed, and that this bound which is
independent of p is best possible.
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