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After a suitable translation, rotation and reflection if necessary we can assume that
the given Sn has the position shown in figure 1. With the notations of figure 1, let tr
be the triangle of the tesselation which 'Stands on the base of Sn at the left corner',
which means that tr is defined by the three conditions P2etr, Rnntr^(ß, P2P3
contains a side of tr (see fig. 7 a). The vertices of tr may be P2, P5 and P6, where
P5 e P2P3. Since Sn has property a) or b), P3 is different from P5.
Let ts denote the neighbor of tr at the side P5P6 such that P5ets. We now have to
distinguish whether ls is greater or less than lr.

Case 1. If ls> lr, the points P2 and P6 define a set SJrczD with Rt ntr=(/) (see fig. 7b).
Moreover, lr<, n — 1 because Sn c D and lx 1. So we can define m lr.

Case 2. \fls<lr, let P7 denote the vertex of ts that is not a point of tr and let P8 denote
its third vertex (fig. 7 c). An examination of all possible line Systems starting at P7

(they are listed in fig.4) shows that in each case there is a set S!sczD with Rlsnts (f>,

either defined by the points P5 and P7 or by P7 and P8. Moreover, ls<lr<,n-l. So

we can define m ls.

Hence the induction step is completed, q.e.d.
Karl Scherer, Universität Kaiserslautern
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Quelques considörations concernant le probl&me de Paiguille
de Buffon dans l'espace euclidien En

0. SoitEn l'espace euclidien ä n dimensions de coordonnees xx,...,xn.
La mesure dldmentaire cin6matique dans En, invariante par rapport au groupe de
mouvements euclidiens, est [1]:

dK=dPAdOn_xA-AdOx, (1)
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oü dP=dxxA -" Adxn et dOh est l'eiement d'aire sur la sphere ß-dimensionnelle
unit6 dans l'espace En.
Notons 3ln le reseau determine par des paralieiepipedes de cötes paralleles aux axes
de coordonnees et de longueurs respectivesax,...,an.
En utilisant la mesure cmematique (1), nous avons demontre le theoreme suivant
[3],p.388:
La probabilite pour qu'un segment aleatoire co de longueur l<inf(ax,...,an),
uniformement distribue par rapport ä la mesure (1), coupe le reseau est

.-r(|)
P-1 ^2 : : > (2)

Pn(l;ax,...,an)

av-an
oü

n/2 n/2
Pn(l;ax,...,an)= \'"\ (ax-lcos(px)(a2-lsin(pxcos(p2)

• - •(an — lsin(px-''Sin(pn_x)sinn~2(px

- smyn_2d(px--d(pn_x. (3)

Dans la premiere partie de ce travail, nous demontrons que les evenements d'un
Systeme d'evenements associe ä la configuration (co,9f.n) sont dependants et, dans la
deuxieme partie, nous nous occupons de l'estimation de la probabilite (2).
1. Notons SR le reseau deduit de 9*n pour ax= •• • =an 2l c'est-ä-dire le reseau
determine par des hyperplans paralleles aux hyperplans de coordonnees et de
distances respectives egales ä 2 /.
Soit Ax l'evenement: le segment co coupe un hyperplan du reseau 9, parallele ä

l'hyperplan d'equation xt 0.

Nous voulons demontrer que les evenements Ax,...,An sont dependants.
Notons par lim* la limite obtenue lorsque toutes les quantites ax, ...,an, ä l'exception
de celles qui sont indiquees ci-dessous, tendent vers l'infini.
Avec cette notation on a

m)=iim2>,

a'=2/
a4 2(

(4)

P(_liu •••_¦,_„)=?(_!= a„ 2l).

Mais, dans le travail cit6 [3], p. 387, nous avons ddmontr6 que

P„(l;ai,...,an)=a^l"+{al,...,anha^l"-l+--
+ {_„...,_„}B_1a('_1/+{a1-,...,a„}„aW, (5)
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oüa#,),...,aj>I> sont des constantes et {ax,...,an}h est la fonction symetrique elementaire

d'ordre hdeal9...,an.
Alors les formules (4) nous donnent

'(.)2«-iri

2"-1i"|-(")

2""lr(y) i i i
(6)

2"-|r|^...^)=__|_l[(«)a,vi+(»)a,,^+
+ (>_]•

On a la formule

i)Uin-n4)=£?(/4l)-£?(/4Ju^)+ £ P(_4,u_4yu^)- • • •

'=1 i*/ i*y**
+ (-l)»-1P(_41u...u^ll).

En tenant compte des relations (6) et de

+<->'-'C)C)--
nous obtenons

r(-)
/»^.n-.-n^-eiy-^-of). (7)

Mais la formule (5) nous donne

4„=Mf__!,
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donc, compte tenu de (3),

n/2 n/2
a^l) (—lf | sin2n~*(pxcos(pxd(px | sin2n~5 (p2cos(p2d(p2

n/2 n/2 (- lf••• | sin>M_2cospn„2<tyn_2 | sin<pn_xcos(pn„xd<pn„x= 2it-i/yt-_ ^t
et (7) devient

P(Axn • • • nAn)= ¦* (8)v n) 2nnn'2(n-l)\ K }

Dans le travail cite, nous avons demontre la relation [3], p. 388:

a^21 (n-l \ r—
'

<«.-nr-(—)vT
donc, compte tenu de la premiere relation (4),

If)
(«-i)r(^)W>

P(Aj)= -^— 0-1,...,«). (9)
J ' n— 1 N

Alors
T (n\T

«"-""KV)]"""
Considerons maintenant le rapport

r
2" tt"/2 (n-1)!

Kt)!
n-1

(«-1)"LH
Ona

*-"_-(¥)]"•*

,(2k+]_\ l-3-5-(2fc-l) /_
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donc

„(2„+ 1)
(2t)"K*-1)!|" s-^¦g--.x['-i-Pt -'>]"-'

"("+2) 2»"(2t)l(tl)»^ '"'
D'autre part

/>(2)= j?M.
Alors

p(n)^l, Vn 2,3,...

Les relations (8) et (10) nous donnent

P(Axn.-nAn)*P(Axy-.P(An)

et par consequent les evenements Ax,...,An sont dependants.
Pour n 2, le resultat a ete demontre par E. F. Schuster [2].
2. Dans ce point, nous nous occuperons de l'estimation de la probabilite P(Af) (9).
Soit X^) l'indicateur de l'evenement Ap c'est-ä-dire la variable aieatoire qui prend
les valeurs

^ fl si coeA (U)
10 si co$Aj,

oü co est un segment de longueur /.

On peut, donc, considerer la variable aieatoire w-dimensionnelle (_\W,...,_¥^) et
soit (X\x\...,XW), (i=l,...,N) un echantillon de variable aieatoire parente
(X^X\...,X^). Notons (x\x\...,x\% (i=l,...,N), une realisation de l'echantillon,
c'est-ä-dire les resultat de _V experiences independantes effectuees sur la variable
aieatoire^1),..., _¥(")).

On a, alors, le suivant estimateur pour la probabilite (9):

nisi j__i nDi /__iy__i

Calculons la variance de cet estimateur. Nous avons

[n£2(J_<»)+n(n- ljcov^1^2))]n2JV

1

nN
[ö2(A^1))+(n-l)cov(^<|),A^2))]. (12)



El. Math., Vol. 38, 1983 9

Compte tenu de (11), on a

E(tf»)=P(Ax), E([^]2)=P(AX),

donc

D2(J_W) _>(_l1)[l-_>(_ii)]. (13)

Pareillement

cov(X(l\tfV)=E(X(l\X<V)-E(X(»)E(X(V)=P(AlnA2)-P(Al)P(A2)
P(Ax)+P(A2)-P(AxvA2)-P(Ax)P{A2)

^IPiAd-iPiAtf-PiA^AJ.
Alors (12) devient

D2(Pn)= -^r [(2n- \)P{Ax)-n[P{Ax)f-{n- \)P(AxuA2)\ (12')

De (4) on a

2n-Xr(lL)
\2 n/2 n/2 / 1 \ / 1 \

P(_4!U_42)=1 ^ f f (^l-ycos^j (^1-ysin^cos^jsin" l(px

xsinn~3^2- • -sm(pn_2d(px • -d(pn_x

-"S^K-iM^-T^M.)]- «<>

En rempla9ant (9) et (14) en (12') on obtient

z)2(/5«)=-«Vö'" (15)

avec
*¦(-)

a
[KDT

(„.1)r(_zi)^r Vi?[r(^)]2.
0„=(2n-l) — n ; n+l'n— 1 \ ' -

2»-2(n-l)r(y)
_ ,_

+ „3/2(n_2)! [("+27)r(JTL)-Trrr(T)]-

Considerons, maintenant, l'echantillon _¥^\...,_¥$, de variable aieatoire parente
_Y(1) et soit jc!,...,xm une realisation de l'echantillon, c'est-ä-dire les resultats de M
experiences independantes effectuees sur la variable aieatoire X^l\
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On a, alors, le suivant estimateur pour la probabilite (9):

A= — f. AI*).1 M £\ '

La relation (13) nous donne

D2(PX)=~MD2(X^X))

M
(„_ nr^i) vT [ (n-i)r(^i)vT

(16)

En öcrivant l'egalite des variances (15) et (16) nous obtenons

M=a(n)nN,

avec

«r(n)=
K!)[<»-^(¥)^-(!)]

«¦-"¦['•mr--
Donc, N experiences independantes effectuees sur un reseau forme par hypercubes
de cötes 2/ nous fournissent la m6me Information que o(n)nN experiences
independantes effectuees sur un reseau forme par des hyperplans paralleles aux
hyperplans de coordonnees et de distanc.es respectives egales ä 2 /.

Pour n—2, Schuster ä trouve

a(Z)-^_U136.jn — o

Pour w=3etn=4ona respectivement

*(3)= 37+16 -1'1120' '(4)=f^^'1038-
Nous faisons la suivante conjeeture:

a(n)>a(n+\), Vn 2,3,...; hma(n)=l.n-* oo

Marius L Stoka, Istituto di Geometria delTUniversitä di Torino



El. Math., Vol. 38, 1983 11

BIBLIOGRAPHIE

1 S.S. Chern et Ch.T. Yien: Sulla formula principale cinematica dello spazio ad n dimensioni. Boll.
U.M.I. (II) 2, 434-437 (1940).

2 E.F. Schuster: Buffbn's needle experiment. Am. Math. Monthly 81, 26-29 (1974).
3 M.I. Stoka: Une extension du probleme de Paiguille de Buffon dans Tespace euclidien Rn. Boll.

U.M.I. (IV) 10, 386-389 (1974).

© 1983 Birkhauser Verlag, Basel 0013-6018/83/010004-08$1.50+ 0.20/0

Zur mittleren Anzahl von Schritten beim euklidischen
Algorithmus

1. Einleitung

Für jedes Paar a,b natürlicher Zahlen liefert der übliche euklidische Algorithmus
durch sukzessive Division eine Folge von Gleichungen

a =zq\b + rx

o =q2rx + r2

rx =qir2 + r3

rk-X~qk+Xrk + rk+X
USW.

mit «_>r1>r2> • •• >rn 0. Der grosste gemeinsame Teiler von a und b ist dann
rn_x (bzw. b für n=l). Wir bezeichnen die Anzahl n der Gleichungen bzw.
Divisionsschritte bei der obigen Form des Algorithmus mit T(a,b). T(a,b) ist
bekanntlich gleichfalls die Länge des Kettenbruches \qxA2^^q^ ?ür den Bruch
a/b, so dass die mittlere Schrittzahl des euklidischen Algorithmus für alle a,b mit
l^a,b^N, also

1 Ä Ä
r"-152 S Z T(a,b) (2)

^V a=l b=X

auch die mittlere Länge dieser Kettenbruchdarstellungen der (gemeinen) Brüche
a/b mit 1 ^a,b^N darstellt.
Beide Mittelwerte sind offensichtlich zahlentheoretisch interessante Grössen, die
mittlere Schrittzahl des euklidischen Algorithmus sogar aus praktischen Gründen:
Ich selbst bin auf die Frage nach TN gestossen bei der Vorbereitung von Schulversuchen

zur Wiedereinführung von gewissen Formen des euklidischen Algorithmus,
als Hilfe beim Kürzen, in den Mathematikunterricht der allgemeinbildenden
Schulen. Das Interesse an dieser Fragestellung wird gleichfalls durch die Literatur
der letzten Jahre [2-6] belegt. Der Beweis unseres Satzes beruht ganz wesentlich auf
einem Satz von Dixon von 1970.
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