Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 37 (1982)
Heft: 2
Rubrik: Aufgaben

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 02.11.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

56 Aufgaben

5|m?>—n? oder 5|2mn sein. Hiermit folgt aber aus d?=(m?—n?)2+ (2mn)? und
52=32+4? die Darstellbarkeit von @2 als Summe von drei Quadraten aus N und
damit die Behauptung.

2. Fall: d=P+m?*+n? mit ,m,neN, aber d+# x2+ ? fiir alle x,yeN.

Jetzt ergibt sich die Behauptung aus der nachstehenden Identitit: d2= (2 + m?— n?)?
+Q2Iny+ (2mn)?, wobei P+m?—n?+#0, da sonst d=2 - n* wire im Widerspruch
zud=1(mod2).

3. Fall: d=k*+ P+ m?+n? mit k,I,m,neN, aber d+# x2+ y? fiir alle x,yeN.

In diesem Fall folgt die Behauptung aus der Identitit d?=(k?2—PR—m?+ n?)
+Qkl-2mn)*+(2km+2In)% (Anm.: Auf diese Identitit stiess die Verfasserin
bei der Lektiire von [3], S.69, und [4], S. 106.)

Zunichst ist k2— P—m?+n?#0, da sonst d=2 (k*+ n®) wire, was bei ungeradem d
nicht moglich ist. Aus 2k/—2mn=0 folgte aber die Darstellbarkeit von &2 als
Summe von zwei Quadraten: @*=v>+w? mit v,weN. Da d Primzahl ist, wire
(v,w,d) somit ein primitives pythagoreisches Tripel, weshalb auch d selbst als
Summe von zwei Quadraten aus N darstellbar wire im Widerspruch zur Voraus-
setzung tiber d.

Weil sich nach dem Satz von Lagrange aber jede natiirliche Zahl als Summe von
hochstens vier Quadraten aus N darstellen lésst, ist der Beweis hiermit beendet.
Anna Maria Fraedrich, PH Ludwigsburg
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Aufgaben

Aufgabe 856 A. Es sei M=[P,,...,P,} eine Menge von n Punkten in einer Ebene.
Bezeichnet d (P;, P;) die euklidische Distanz von P;, P;, so gelte
d(P;, P))#d(Py, P)=>d(P;, P))—d (P, P))| Ze¢. ()

Dann ldsst sich fir den Durchmesser 6 (M):=max {d (P, P)); 1<i,j<n} die Ab-
schitzung

6 (M)> C, n2/3 Q)

gewinnen. Lisst sich (2) verschirfen?
P. Erdés
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Losung: Wir behaupten, dass
5 (M)> % n/ furalle n>16.

. . (n
Beweis: Die ( 2) Abstinde d(P;, P)); I=i<j<n sollen genau die s verschiedenen

Werted, (6=1,...,5) annehmen. Wir konnen voraussetzen
s—1
0<d=d1<d2<ds=5(M)=5; m__illl(do.+l"da)§8, d(Pl,P2)=d. (l)

Ist d < ¢, dann folgt fiir jedes P; (i>2) nach der Dreiecksungleichung
|d (P, P))—d(Py,P)| =d<c¢. 2)

Aus d (P, P)+d(P,, P,) folgt der Widerspruch e =d<¢; d(Py, P;)=d(P,, P;,) besagt,
dass P; auf der Mittelsenkrechten von P, und P, liegt; dann gilt

6%d+(n——4)e>—?i—£-n fir n=16. 3)
Sei von jetzt an

e=d; o=d+(s—e=s-¢. 4)
Sei ferner K) die Schar der Kreise k¥ um P, mit Radius d, (r=1,2; o=1,...,9).

Jedes P;(i>2) muss mit einem der 2 s> Schnittpunkte dieser Kreise zusammenfallen.
Die Schnittpunkte (x,y) von K\ und K? (1 =g, 7= ) sind

= @& y=i NPT )

y ist genau dann reell, wenn
|d,—d,|=d (6)

erfillt ist. Nun liegt M sicher ganz in oder auf dem Rand eines Quadrates der
Seitenldnge o. Sei

[Vn=1]=m, also m?<n. (7)

Nach dem Schubfachprinzip ergibt sich

_ V2 V2 26

s < T =Vn

fir n=16. (8)
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Nach (6) und (8) wird
ld,—d.| =d< 29 fia =16
a 1 = N——; & ur n= . (9)

Hieraus ergibt sich

n—2<2s(1+ ;%) (10)

Wire § = —i—n3/4, so wire n—2<2s(1+n'/4); s> 2(1”_:”21 ol
Daraus ergébe sich mit (4) fiir n= 16 der Widerspruch

£ 3/ _n=2 3/4
4n =0=es>e¢ ETICE mwAyasn. (1)

H.J. Kanold, Braunschweig, BRD

Aufgabe 857. Im gleichschenkligen Dreieck ABC mit |AB|=|AC|# |BC| be-
zeichnen w, bzw. wj die Innenwinkelhalbierende durch 4 bzw. die Aussenwinkel-
halbierende durch B. Das Dreieck soll bei gegebenen w,, wj mit Zirkel und Lineal
konstruiert werden. Genau fiir welche rationalen Werte des Verhiltnisses k= w, /w},
ist dies moglich? J.T. Groenman, Groningen, NL

H. Kappus, Rodersdorf

Losung: Mit a:=|BC|# |AB| =|AC|=:b folgt aus den allgemeinen Formeln fiir
Innen- bzw. Aussenwinkelhalbierende

1 a
— — (A B2 N2 ’_ — )\ 1/2
Wa= > 4bv°—a?)l?, w Py (b2b—a)) /2. 1)

Ist nun k:=w,/wj, und wird k e Q* vorausgesetzt, so kann wegen (1) gesagt werden:
Genau dann, wenn der Quotient b/a iiber Q algebraisch ist von einem Grad 27
mit meN,, sind a,b (und damit das Dreieck) mittels Zirkel und Lineal aus w,
(bzw. aus wp) konstruierbar. Wegen (1) und der Definition von k erhilt man

(@+2b)(a—b)P=4k2a?b, )

so dass b/a iiber Q algebraisch von einem Grade <3 ist und iiberdies Wurzel des
Polynoms

PX):=(1+2X)(1—X2—4k2XeQ[X]. 3)
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b/a ist nun vom Grade 1 oder 2 iiber Q genau dann, wenn P in Q [X] reduzibel ist,
d.h. wenn P eine Wurzel x; in Q hat. Dies letztere trifft offenbar genau dann ein,
wenn (1+2x,)/x, Quadrat einer rationalen Zahl r/s mit (r,s)eN? (0.B.d.A.) ist,
und dies fiithrt wegen P (xy)=0 und (3) zu

_rlrP=3s%
T 2s5|R-28% @)

Genau die rationalen Zahlen rechts in (4) mit (r,s) e N2 fithren also zu k-Werten in
Q™, fur die die gewiinschte Konstruktionsaufgabe I6sbar ist.
P. Bundschuh, Ké6ln, BRD

Aufgabe 858. P bezeichne einen inneren Punkt der vom Umkreismittelpunkt M
und Inkreismittelpunkt / eines nicht reguliren Dreiecks 4,4,A4; begrenzten
Strecke. Die Cevatransversalen A; P treffen die Gegenseiten in Q;, und es werde
|PQ;| =x;,|4; P| =y;(i=1,2,3) gesetzt. Man beweise die Existenz eines Punktes P
derart, dass y;+y, +y3 =2 (x; + x5+ x3). F. Leuenberger, Feldmeilen

Losung des Aufgabenstellers (Bearbeitung der Redaktion): Es sei

f(P):=22xf~Zyi

gesetzt. Aus Stetigkeitsgriinden geniigt der Nachweis, dass f(M)>0 und f(1) <0 ist.
1. Fiir P=M ist y;=y,=y;=r=Umkreisradius. Da die Funktion g(x)= 1/(x+r)
strikt konvex ist, ergibt die Jensensche Ungleichung die Abschidtzung

9 1

: 1
3r+2.x; <zx,~+r 1)

Andererseits gilt nach einem bekannten Satz iiber Cevatransversalen (siehe z.B. [1],
S.13)

y 1 _2, @)

Xy==r r
Aus (1) und (2) folgt f(M)>0.
2. Bezeichnen wir mit a,, w; die Lingen der Gegenseite von 4; bzw. der Innen-
winkelhalbierenden durch 4, so diirfen wir 0.B.d.A.
a1>a,=as 3)

annehmen. Bekanntlich (siehe z. B. [2], S. 14) gilt dann

W1<W2<W3. (4)
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Aus (3) und (4) schliessen wir nunmehr unter Beniitzung von
awi=x;2.a;, i=1,2,3
auf
a (X wi=32 x) >a (w—2 x) +a (wy— 2 x))
+a3 (w3 — 2 x;) =0.

Hieraus folgt unmittelbar f (1) <0.

LITERATURVERZEICHNIS
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Weitere Losungen sandten J. Groenman (Groningen, NL), W. Janous (Innsbruck, A).

Aufgabe 859. Es seien sy,...,5,€C,1y,...,1,€ C\[0}. Die (n,n)-Matrix 4=(a;) mit

=

4 {s,c fuir k=1,...,n

Ik tkaj__l,k__l/tj fir j=2,...,n, k=1,...,n
heisse verallgemeinerte zyklische Matrix. Man zeige durch explizite Berechnung
der Eigenwerte und Figenvektoren von A4, dass jede verallgemeinerte zyklische
Matrix diagonalisierbar ist. A. Fissler, Biel-Bienne

Solution: The matrix 4 does not change if we multiply the #,j=1,2,...,n by a
constant factor. We put 7;:= tjc“, where c is an n-th root of the product ¢,¢,---1,.
ThenA=1, " 5i(t, 72+ 1,)" TV~!, where

- -
0 (%) O
0 T3
T=
T 0 ‘ 0

Since 7, 7, -7,=1, the matrix 7 is similar to a circulant matrix: 7= B~! C B, where
B is a diagonal matrix,
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- = o —1
Ty 0 1
172 O 0. 1 O
B , C=
0 o
O T1Ty T, 1 0 0
L .4 L J

The eigenvalues of C are 1,w,@?,...,w" ! where w =exp (2 7 i/n) with correspond-
ing eigenvectors ey, ey, e,,...,e,_; given by eg:=[1,w*, w2, ..., D It follows
that a complete set of n independent eigenvectors of A4 is given by

B le=[tT!, (1)) ok, ..., (11 7y - - 1,) L@ DA

with eigenvalue
n .
Ty lej (ry 7y ) U DR,
ja

where k=0, 1,...,n—1, and tr stands for transpose.
A.A. Jagers, Enschede, NL

Eine weitere Losung sandte O. P. Lossers (Eindhoven, NL).

Neue Aufgaben

Die Losungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben in Maschinenschrift
erbeten bis 10. Oktober 1982 an Dr. H. Kappus. Dagegen ist die Einsendung von
Losungen zu den mit Problem ... A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin

gebunden.

Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungeldst: Problem 601A (Band 25,
S.67), Problem 625B (Band 25, S.68), Problem 645A (Band 26, S.46), Problem
672 A (Band 27, S.68), Aufgabe 680 (Band 27, S.116), Problem 724 A (Band 30,
S.91), Problem 764 A (Band 31, S.44).

Aufgabe 876. Es sei n weder eine Primzahl noch eine Primzahlpotenz. Mit p (n),

P, (n),P(n) sei der kleinste bzw. zweitgrosste bzw. grosste Primfaktor von n be-
zeichnet, p (n)< P, (n) < P (n). Man zeige:

2./ p(m)/nP(n)< o, (1)

2Py (n)/nP(n)=co. Q)
" P. Erdés
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Aufgabe 877. Die Funktion f: [0,1]>R sei stetig differenzierbar, und es gelte
S(0)=f(1)=0. Man zeige:

1

1 2 1 ) ,
(fwas) <35 [1r rax.

Wann genau gilt Gleichheit? H.-J. Seiffert, Berlin, BRD

Aufgabe 878. Die Kurve C mit der Gleichung
x3xy+x3x34+ x3x,=0,

bezogen auf ein gleichseitiges Koordinatendreieck A mit dem Schwerpunkt
E=(1,1,1) als Einheitspunkt, beriihrt die Seiten von A je in einer Ecke. C besitzt
ein weiteres gleichseitiges, dem Dreieck A umbeschriebenes Tangentendreieck A'.
Man zeige, dass das Seitenverhiltnis von A und A den Wert ¥/ 2 — 1 hat.

C. Bindschedler, Kiisnacht

Berichte

10. Osterreichischer Mathematiker-Kongress

Vom 14. bis 18.September 1981 fand in Innsbruck der 10.Osterreichische Mathe-
matiker-Kongress statt. Aus Anlass des Jubiliums wurde eine Sonderbriefmarke
herausgegeben mit einem Signet des berithmten hollindischen Malers und Graphi-
kers M.C. Escher, dem auch eine Sonderausstellung gewidmet war. Der Kongress
wurde von etwa 500 Teilnehmern besucht. Neben fiinf Hauptvortriagen standen aus
zehn Sektionen (Analysis, Geometrie, Wahrscheinlichkeitstheorie, Numerik, Didak-
tik usw.) iiber hundert Kurzvortrige zur Auswahl. Am 17.September fand ein
schulmathematisches Symposium statt, das uv.a. zum Thema «Stochastik und
Schule» Stellung nahm.

Traditionsgemass fand auch die Mitgliederversammlung der Deutschen Mathema-
tiker-Vereinigung statt. Der von Prof. Helmberg vorziiglich organisierte Kongress
bot im gesellschaftlichen Rahmenprogramm die Moglichkeit, die Schonheiten der
Tiroler Landschaft kennenzulernen. Hans Loeffel

Dedekind-Tagung (Braunschweig, 6. bis 8. Oktober 1981)

Zur Feier des 150. Geburtstages von Richard Dedekind fand am 6. Oktober 1981 an
der Technischen Universitdt Carolo-Wilhelmina zu Braunschweig ein akademischer
Festakt statt. In seinem Festvortrag mit dem Thema «Richard Dedekind 1831-1916
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