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Elementarmathematik und Didaktik

Zur Existenz von pythagoreischen Quadern mit vorgegebener Raumdiagonale

1. Pythagoreische Rechtecke und pythagoreische Quader

Ein rechtwinkliges Dreieck mit ganzzahligen Seitenmasszahlen a, b und ¢ bezeichnet
man bekanntlich als pythagoreisches Dreieck. Zwei kongruente pythagoreische
Dreiecke lassen sich dann zu einem pythagoreischen Rechteck zusammensetzen,
bei welchem Seiten und Diagonale ganzzahlige Lingenmasszahlen besitzen.

In Analogie dazu sprechen wir hier von einem pythagoreischen Quader, falls alle
Kanten und die Raumdiagonale ganzzahlige Lingenmasszahlen besitzen. Sind
a,b,c die Kantenmasszahlen und ist d die Lingenmasszahl der Diagonale, so muss
also d?=a?+b%+c? mit a,b,ceN gelten, wobei hier N=1/1,2,3,...}. Es sei ange-
merkt, dass ggT (a,b,c)=1 nicht verlangt wird, wie dies bei der Untersuchung der
sog. primitiven pythagoreischen Dreiecke erforderlich ist.

2. Beweis des Satzes von Hurwitz iiber pythagoreische Quader mit vorgegebener
Raumdiagonale

Die Frage nach der Existenz von pythagoreischen Quadern mit vorgegebener
Raumdiagonale deN ist gleichwertig zu der Frage, fiir welche de N die Gleichung
a*+b*+ c2=d? in N mindestens eine Losung besitzt. Die Antwort gibt der folgende

Satz von Hurwitz. Die Zahlen 2% und 5 - 2% mit ke!0,1,2,3,...} sind die einzigen
natiirlichen Zahlen, die nicht als Lingenmasszahl der Raumdiagonale eines pythago-
reischen Quaders in Frage kommen. (Vgl. [1], S.271"), und [2], S.101.)

Wir zeigen: Zu d#2*- 5/ mit k€{0,1,2,3,...} und /€0, 1} gibt es mindestens eine
Losung von @+ b2+ c2=d?in N.

1) Fiir diesen Literaturhinweis bin ich Herrn E. Trost zu Dank verpflichtet.
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Der Beweis wird in vier Schritten gefiihrt:

1. Schritt. Wir zeigen, dass wir uns bei der Losbarkeit von a2+ b2+ ¢2=d? auf un-
gerades d beschrianken konnen.

Wire ndmlich d gerade, also d=2d,, so wire &% durch 4 teilbar. Dies ergibt wegen
@?+b?+c?=d mit a,b,ceN, dass sowohl a als auch b als auch ¢ gerade sein
miissten: a=2a;, b=2b,, c=2c,. Damit ist >+ b>+ c¢?= & 4quivalent zu a? + b3 + ¢3
=d}. Falls auch d, gerade ist, kann man entsprechend ein zweites Mal reduzieren.
So fiahrt man fort, bis man zu d, mit2/d, gekommen ist. Falls die Gleichung
di=a;+b2+c} in N losbar ist, ist dann auch >=a?+b2+¢? in N losbar: a=2 - a,,
b=2%. by, c=2*. c,. (Anm.: Es sei noch einmal daran erinnert, dass ggT (a,b,¢)= 1
hier nicht verlangt wird.)

2. Schritt. Wir zeigen, dass die Gleichung a?+b%+c2=d? fir d=2%-5' mit
ke!0,1,2,3,...} und /€0,1} keine Losung besitzt, wohl aber fiir d=2% - 5/ mit k>0
und />2.

Wir nehmen an, a?+ b%+ ¢?=d? besitze fiir d=2* - 5/ mit k>0 und /< 1 eine Losung
mit a,b,ceN. Nach dem eben beschriebenen Reduktionsverfahren erhilt man die
Gleichung (2 - @)+ (2% - by)*+ (2% - ¢, )= (2% - 5 mit a;.by.c, € N. Hieraus folgt
ai+ b2+ ci= 5% Diese Gleichung ist aber weder fiir /=0 noch fiirr /=1 in N losbar.
Also kann auch die urspriingliche Gleichung nicht in N 16sbar sein im Widerspruch
zu unserer Annahme.

Fiir d= 52 besitzt die Gleichung a?+ b>+c*=d? in N jedoch eine Lésung: beispiels-
weise leisten a=20, b= 12 und ¢=9 das Verlangte. Hieraus folgt aber unmittelbar,
dass die Gleichung a?+ b?+ c?=d? fiir d=2* - 5/ mit k>0 und />2 stets mindestens
eine Losung besitzt (wobei wiederum ggT (a,b,c)# | vorkommen darf).

3. Schritt. Wir zeigen, dass wir uns bei der Losbarkeit von a*+ b?+ ¢?=d? auf un-
gerade Primzahlen d beschrinken kénnen.

Sei deN beliebig ungerade und ¢ ein Teiler von d, fiir welchen die Gleichung
al+b2+c2=£ in N eine Lésung besitzt. Dann sind offensichtlich

d d
a=—-a,, b=—-

b,, c=
t 4

d
"t" : C,EN

Losungen von a2+ b%+c*=d>.

4. Schritt. Wir zeigen, dass die Gleichung a>+ b?+c2=d? fir jede ungerade Prim-

zahl d# 5 mindestens eine Losung in N besitzt.
Zum Beweis machen wir eine Fallunterscheidung nach der Anzahl der Quadrate

aus N, in welche d zerlegt werden kann.

1. Fall: d=m?+ n? mit m,neN und m> n. Dann bilden m?— n?, 2mn und d=m?*+ n?
ein primitives pythagoreisches Tripel: &= (m?*—n??+(2mn)’. Wegen5fd ist ent-
weder d?=1(mod5) oder d>=4 (mod5). Wire sowohl 5/ m*—n? als auch 5f2mn,
so liesse (m?—n2)?+ (2mn)? bei Division durch 5 entweder keinen Rest oder den
Rest 2 oder den Rest 3. Da dies nicht moglich ist, muss also wegen 5 ) d entweder
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5|m?>—n? oder 5|2mn sein. Hiermit folgt aber aus d?=(m?—n?)2+ (2mn)? und
52=32+4? die Darstellbarkeit von @2 als Summe von drei Quadraten aus N und
damit die Behauptung.

2. Fall: d=P+m?*+n? mit ,m,neN, aber d+# x2+ ? fiir alle x,yeN.

Jetzt ergibt sich die Behauptung aus der nachstehenden Identitit: d2= (2 + m?— n?)?
+Q2Iny+ (2mn)?, wobei P+m?—n?+#0, da sonst d=2 - n* wire im Widerspruch
zud=1(mod2).

3. Fall: d=k*+ P+ m?+n? mit k,I,m,neN, aber d+# x2+ y? fiir alle x,yeN.

In diesem Fall folgt die Behauptung aus der Identitit d?=(k?2—PR—m?+ n?)
+Qkl-2mn)*+(2km+2In)% (Anm.: Auf diese Identitit stiess die Verfasserin
bei der Lektiire von [3], S.69, und [4], S. 106.)

Zunichst ist k2— P—m?+n?#0, da sonst d=2 (k*+ n®) wire, was bei ungeradem d
nicht moglich ist. Aus 2k/—2mn=0 folgte aber die Darstellbarkeit von &2 als
Summe von zwei Quadraten: @*=v>+w? mit v,weN. Da d Primzahl ist, wire
(v,w,d) somit ein primitives pythagoreisches Tripel, weshalb auch d selbst als
Summe von zwei Quadraten aus N darstellbar wire im Widerspruch zur Voraus-
setzung tiber d.

Weil sich nach dem Satz von Lagrange aber jede natiirliche Zahl als Summe von
hochstens vier Quadraten aus N darstellen lésst, ist der Beweis hiermit beendet.
Anna Maria Fraedrich, PH Ludwigsburg

LITERATURVERZEICHNIS

1 L.E. Dickson: History of the Theory of Numbers, Chelsea reprint, New York, 1966, Bad.2. (Siche
auch: Hurwitz, Mathematische Werke II, S.751.)

W. Sierpinski: Pythagorean Triangles. New York 1962.

W. Sierpinski: Elementary Theory of Numbers. New York 1964.

F. Steiger: Uber die Grundlésungen der Gleichung a? + b? + ¢2= 42, El. Math, 1956, 105-108.

HwWw

© 1982 Birkhiuser Verlag, Basel 0013-6018/82/020054-03$1.50+ 0.20/0

Aufgaben

Aufgabe 856 A. Es sei M=[P,,...,P,} eine Menge von n Punkten in einer Ebene.
Bezeichnet d (P;, P;) die euklidische Distanz von P;, P;, so gelte
d(P;, P))#d(Py, P)=>d(P;, P))—d (P, P))| Ze¢. ()

Dann ldsst sich fir den Durchmesser 6 (M):=max {d (P, P)); 1<i,j<n} die Ab-
schitzung

6 (M)> C, n2/3 Q)

gewinnen. Lisst sich (2) verschirfen?
P. Erdés
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