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Representation conforme et symitries: une dötermination
elementaire du module d'un quadrilatöre en forme de L
1. Introduction

1.1. Dans le cadre du «Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach», une
semaine a €t€ consacree, en juillet 1980, aux methodes constructives de l'analyse
complexe. A la suite d'un exposß de G.T. Symm, j'ai appris que le quadrilatere
OCDE, desshii ä la figure 3, a un module 6gal ä VT: D. Gaier Fa obtenu [1] ä

Faide d'int6grales elliptiques. Ce module £tant si simple, j'ai cherchd une mdthode
tout ä fait 616mentaire pour le determiner: c'est celle que je propose ici. A cöt6 de la
notion de module d'un quadrilatere, cette methode necessite celle de mesure harmonique

d'un arc-frontidre en un point d'un domaine. Rappelons d'abord ces deux
notions.

Fig.l: quadrilatere. Fig. F. Fig.2.

1.2. Un quadrilatere Q est un domaine de Jordan avec quatre points A,B,C,D
d6signes sur sa frontiere (fig. 1).
Son module Pab,cd= \B'C'\/\A'B'\ est le rapport des cötes d'un rectangle
A'B'CD' qui lui est conform£ment äquivalent (fig.l'). Comme Pad^c** \A'B'\/
IB' C |, on a toujours

ßABXD' Pad,bc=^' (1)



2 J. Hersch: Representation conforme et symetnes

Au point de vue physique, Pab,cd est (A un facteur constant prts) la resistance
d'une plaque homogene entre les «eiectrodes» AB et CD, isoiee le long des arcs
BlOetAb.
Nous utiliserons essentiellement que le module d'un quadrilatere est un invariant
conforme.

1.3. Soient G un domaine de Jordan (fig. 2), P un point interieur, A et B deux
points sur la frontidre d G. On appelle mesure harmonique de Farc-frontidre AB au
point P la valeur en P de la fonction harmonique (born6e) dans G, qui vaut 1 sur
l'arc AB et 0 suMe reste de la frontidre dG. On Föcrit co(P; AB; G) ou plus
brtevement co (P; A B).

2. Une propri&g de «sym&rie g£n6ralis6e» [2] du quadrilatere en L consid£r£
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Fig. 3: on cherche
le module fi

de ce quadrilatere.
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Fig.3': module /*.
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Fig. 4: module 1. Fig. 4': module — 1.

Appelons u=u(z) la fonction harmonique dans notre quadrilatere OCDE (fig. 3),

qui prend les valeurs 0 et 1 sur les arcs-frontidre EO resp. CD, et dont la derivee
normale s'annule sur les arcs-fronti&re en pointilie
Soient zx un point quelconque du carre superieur Q\9z2 son symetrique dans Q2 et

z3 le symetrique de z2 dans Q3. Alors

u(zx) + u(z2)+u(z3)=l (1)

quel que soit zx e Qx.

Demonstration: La fonction ü(zx):=u(zi) + u(z2) + u(z3) est definie et harmonique
dans Qh eile vaut 1 sur le cöte gauche de Q\ et sa derivee normale s'annule sur les
trois autres segments de d Qx. C'est donc la constante 1, c.q.f.d.
Pour zx -* z (fig. 3), nous avons aussi z2 -» z et z3 -> z, d'oü

«(*)-
1

(20



J Hersch Representation conforme et symetnes 3

3. La representation conforme de notre quadrilatere sur un rectangle de cötes 1 et
\ /p. Une caracterisation de p par une condition sur le module d'un autre quadrilatere

Nous ecrirons desormais p pour pE0 CD
La fonction harmonique u(z) consideree au paragraphe 2 est la partie reelle de la
fonction w(z) u(z) + iv(z) qui apphque conformement notre quadnlatere OCDE
sur le rectangle 0< u< 1, 0< v< ifp (fig 3'), avec w(O) 0, W(Q C'= 1, w(D) D'

l + i/p,w(E) E' i/p De plus, par (T) w =w(z)= l/3 + i/p
Considerons mamtenant, dans notre domaine en L, un autre quadrilatere on
designe, sur lafrontiere, les points 0,C,z,E (fig 4) Ce quadnlatere etant symetrique
relativement k la diagonale Oz, son module pE0 Cz est egal ä son «module inverse»
Hoc zE-> donc [cf (1)] egal ä 1 - Comme le module est un invariant conforme, l'image
de ce quadnlatere par Fapphcation w(z), c'est-ä-dire le quadrilatere OC'wE'
(fig 4'), a lui aussi le module 1

-Ä I W

Fig 5 le quadnlatere Q de module 1 Fig 6' la fonction harmonique h

r0 oi «

4 p
0

Fig 6 fonction
harmonique

II s'ensuit que le quadrilatere Q de la figure 5, obtenu par deux symetnes successives,
a aussi le module 1, c'est-ä-dire qu'il est conformement equivalent ä un carre C'est
cette condition qui determinera p Le passage de la figure 4' ä la figure 5 peut 6tre

interprete amsi on a quatre resistances egales ä 1, Rx + R2 2 (connectees en sene)
et _R3 + _R4 2 (connectees en serie), la resistance Rx + R2 est connectee en parallele
avec la resistance R3 + R4, la resistance resultante est de nouveau egale ä 1

4. La determination de p par une condition sur la mesure harmonique

4 1 Le quadnlatere Q (fig 5) est conformement equivalent ä un caree, c'est-ä-dire
qu'il existe une et une seule representation conforme £ (w) du quadnlatere Q sur
le cane de sommets C(w)= 1 +1, C(- ")= - 1 +1, £(- w)= -1 -1, C(w)= 1 -/ Vu la
symetne du quadrulatere Q relativement ä son centre O, la fonction ((w)
— C(—w) donne la mdme representation conforme, donc C(w)= flM— — C(~-w>) et
en particulier £(O)=0. Chaque cöte du carre ayant au centre O la mesure
harmonique l/4, il en est de mSrne pour les «cötes» du quadnlatere Q, et l'on a

h(0)'=co(0,w,-w,Q)
1

(3)



4 J. Hersch: Representation conforme et symetries

Autrement dit: la fonction harmonique h dans le rectangle | u\ < 1, | v| < l/p, egale
ä 1 sur le segment-frontiere wT—w et ä zero sur le reste du contour d Q, doit satis-
faire h (0)= 1/4 (fig. 6'). Cette condition determine p.

Remarque: Cette condition (3) suit aussi du fait que la figure 6' est l'image
conforme de la figure 6: la fonction h est la transplantee conforme de la fonction
harmonique indiquee par la figure 6.

/*<*>
b< 0

fliP)
0 A) 0

OOO
Fig. 7: la fonction

harmonique definissant ß (a/b).
Fig.8: la fonction harmonique hx. Fig.9: la fonction harmonique h2.

4.2. Considerons un rectangle quelconque de cötes a et b; nous designons par
ß (a/b) la mesure harmonique, au centre du rectangle, d'un cöte de longueur a (fig. 7).
Alors ß(b/a) est la mesure harmonique, au centre du rectangle, d'un cöte de
longueur b; 2ß(a/b)+2ß(b/a)=l car c'est la valeur, au centre, de la fonction
harmonique qui vaut 1 sur tout le contour du rectangle: eile est =1. Nous retenons
donc l'identite

ß(Q+ 'GH- (4)

D'autre part, la fonction ß (£) est strictement monotone croissante, donc biunivoque.

4.3. Considerons, dans notre rectangle | u\ < 1, | v| < l/p, la mesure harmonique hx

du cöte superieur (fig. 8): sa valeur au centre est ß (p).
D'autre part, considerons, dans le rectangle | u\ < l/3, | v| < l/p (un tiers du
rectangle precedent), la mesure harmonique du cöte superieur (fig. 9): sa valeur au
centre est ß (p/3). De plus, cette derniere fonction harmonique peut 6tre prolongee,
par antisymitrie, ä tout le rectangle |w|<l, \v\<l/p: nous y obtenons ainsi une
fonction harmonique h29 prenant les valeurs indiquees par la figure 9.
La moyenne arithmetique de ces deux fonctions harmoniques hx et h2 prend predsement

les memes valeurs que h sur le contour du rectangle (fig. 6'). Donc

(hx + h2)/2=h;
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en particulier, au centre O du rectangle, on a par (3)

ß(M)+ß(j)=hx(0) + h2(0) 2h(0)=j.

D'autre part, nous avons par (4)

'«?'(iH- *» '(f)-'(7)'
La fonction ß (£) etant biunivoque, il s'ensuit que p/3 l/p,

/i VT, (5)

ce qui acheve cette demonstration elementaire. Elle ne fait intervenir aucune
formule de Schwarz-Christoffel, aucune integrale elliptique.

Joseph Hersch, Math. Seminar, ETH Zürich
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Packungen kongruenter Stäbchen mit konstanter
Nachbarnzahl

Wir betrachten - grob formuliert - folgende einfache Fragen: Gegeben sei eine
behebige Anzahl kongruenter Stäbchen (etwa Holzspachteln, wie sie bei ärztlichen
Untersuchungen des Rachens verwendet werden).
A. Wie viele Stäbchen hat man herauszugreifen und wie hat man diese auf einen
ebenen Tisch zu legen, so dass jedes Stäbchen die gleiche Anzahl n von Nachbarn
erhält?
Ohne Zweifel werden die möglichen Lösungen wesenthch von der konstanten
Nachbarnzahl n abhängen. Da die Fälle w___2 ziemhch trivial sind, nehmen wir
im folgenden n= 3 an.
B. Für welche Nachbarnzahlen n= 3 gibt es Lösungen?
C. Wenn für ein bestimmtes n Lösungen existieren, welche sind (ist) die mit
minimaler Stäbchenzahl? An dieser Frage wird unser Hauptinteresse liegen.

Um die obigen Begriffe zu präzisieren, folgen wir der Terminologie von L. Fejes
Töth, dessen Artikel «Scheibenpackungen konstanter Nachbarnzahl» diese und eine
Reihe anderer interessanter Fragen aufwirft.
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