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Aufgaben

Aufgabe 850. 7 (n) bezeichne die Anzahl der Teilerd;vonn: 1=d,<d,< - <d,(;=n.
Wir setzen

t(n)—1 T (n)
gn):=1+ h(n):=——:-
zgl 1+ 1 4 (n)
Man zeige, dass logn die richtige Grossenordnung von A (n) ist. P. Erdos

loglogn

Losung: Wir setzen

Fny:=h(n) 0B8R ‘°g1°g" . lim supf(e)=L

und zeigen, dass L= 1 ist.

Beweis: 1. Sei ¢ >0 beliebig klein, fest gewihlt; sei n=pl' ], peP. Aus

1
1+
Fy= [p'~¢]+1 loglogp+log[p'~c] _~ [p'~¢] (loglogp . log[p“el)
L [p'~“]logp 14 P71\ logp logp
P P
folgt

f(n)»1—¢ fur p—-owo.
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2. Esist
=1 d 1 \}/c-1 1 =1 d.
; (——) =" > — (z=1(m).

; 1
= T
i=idiy; 1 n =1 i Sidiy

Damit folgt A=min {, nl/a- D,

Aus f(n)=1 (loglogn)/logn sehen wir, dass bei beschrinktem r und n— oo auch
f(n)— 0 gilt. Wir kénnen also annehmen, dass fiir n— o0 auch t— oo gilt. Weil wir
bei festem a= 1 fiir n= e** sogleich

loglogn

éeat/(t—l)
f(n) logn

-0 fir n—ox

erhalten, kbnnen wir

loglogn - log7+loga

et <n,
logn art

annehmen. Fiir ¢ >0, fest, und hinreichend grosse 7 ist

T

(1—e)<z!—¢/;
=

also gilt fiir n=r7(1~%) die Ungleichung

1 +1
S(m)< —%—1—67225-9‘—*0 fir n— .
T

Zum Schluss sei 17! =& < n. Dann gilt

logt+1loglogt . 1
7(1—¢)logz 1—¢

fir n-> .

flmy<z-

Aus Abschnitt 1 und 2 folgt die Behauptung.
H.-J. Kanold, Braunschweig, BRD

Weitere Losungen sandten P. Bundschuh (Koln, BRD) und E. Trost (Ziirich).

Aufgabe 851. Ist 4={a,,q,,...,a,} ein Alphabet mit r verschiedenen Buchstaben, so
ist jede Abbildung f:{1,2,...,n}—>A ein Wort der Linge n; es sei n,r>2 voraus-
gesetzt.

Zwei Worter f,g bilden das gleiche Kreiswort f=g, wenn fiireinp g (i)=/f(+p),
i=1,2,...,n,i+p modn, gilt. Zwei Kreisworter f,g bilden das gleiche Diederwort
f*=g*, wenn fiir zwei passende Vertreter f, g die Spiegelbeziehung f())=g (n+1—1),
i=1,2,...,n, erfullt ist.
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Schliesslich heisst ein Wort f'schlicht, wenn f())#f(i+ 1) furi=1,2,...,n gilt.
Man bestimme die Anzahl a (n) aller verschiedenen schlichten Kreisworter und die
Anzahl b (n) aller verschiedenen schlichten Diederworter iiber dem Alphabet 4.

J. Binz, Bolligen

Losung des Aufgabenstellers: Von den r(r— 1) ~! Wértern ohne Doppelbuchstaben
sind s(n) schlicht, die restlichen 5 (n) haben gleiche Anfangs- und Endbuchstaben;
man findet unmittelbar s (2)=r(r— 1) und 5(2)=0. Fiir n> 3 ordnen wir jedem Wort
ax, --x,_a der zweiten Art das (n— l)stellige schlichte Wort ax,---x,_; um-
kehrbar eindeutig zu und erhalten damit §(n)=s(n—1). Aus der so gewonnenen
Rekursion s(n)=r(r— 1"~ !—s(n— 1) und dem Anfangswert s (2) folgt
s(m)=r-1Dy'+(—-1)"(r-1), n=2.

Es sei nun I; die Anzahl der schlichten Kreisworter der Lange » mit primitiver
Periode d,d|n. Jedes solche Kreiswort gibt Anlass zu d verschiedenen schlichten
Woértern, woraus sich S(")=Zd|nd1d ergibt. Daraus schliessen wir mit Hilfe der
Moebius-Inversion auf

nl,= Zﬂ( )s@.

Jetzt wird

a-21,=% T u(L)s@-12[ 2 Zu(4)]s@.

gin ~ qin 9 dig nainliigin g \d
Die innere Summe betrégt

5 o(")-o(3)

Sld

wo ¢ die Eulerfunktion bedeutet. Damit wird

at=- T (2)s@.

dln

Setzt man s (d) ein und beriicksichtigt

—2¢(%)=—-n, n ungerade,

2“m n/2
- ¢( )+ (p(——*) =0, n=2m, u> 1, m ungerade,
2o )rze\ap

_2___
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so erhilt man schliesslich

1 n 0 (n gerade)
amy=—3 o (%) - 17- {

din -1 (n ungerade).
Zur Bestimmung von b (n) denke man sich die schlichten Kreisworter regulidr auf
Kreisen dargestellt. Ist » ungerade, so gibt es kein spiegelsymmetrisches Kreiswort,
da andernfalls Doppelbuchstaben auftriten. Die verschiedenen Kreisworter
a,a,---a, und a,---a,a; sind Vertreter des gleichen Diederwortes. Somit ist
b(n)=a(n) /2, falls n ungerade.
Ist n gerade, so kann es spiegelsymmetrische Kreisworter geben; als Spiegelachsen
kommen aber nur Achsen durch antipodische Buchstabenpaare in Frage. Wir
denken uns einen Vertreter eines symmetrischen Kreisworts so notiert, dass
aa (42, die Symmetrieachse ist. Ist d die primitive Periode, so muss d wegen der
Symmetrie gerade sein, und die Achse

('—1+~d— '—"+2+—d—)
4G \'mIT o T T,

ist ebenfalls Symmetrieachse. Die Worter a,a,---a; und a;a,,, - -a,,4 sind ver-
schieden, weil d primitive Periode ist. Zu jedem symmetrischen Kreiswort gibt es
somit zwei verschiedene ((n+2)/2)stellige Worter a;a,- @42y, und a;a;, ;- -a;,
die keine Doppelbuchstaben, aber eventuell gleiche Anfangs- und Endbuchstaben
aufweisen; jedes ((n+2)/2)stellige Wort kommt dabei genau einmal vor. Somit
gibt es (r (r— 1y*/2) /2 symmetrische Kreisworter.

In a(n)+ (r(r— 1)”/2) /2 ist jedes symmetrische Wort doppelt gezihlt, jedes asym-
metrische Wort bildet mit dem umgekehrt gelesenen Wort dasselbe Diederwort.
Somit wird

a(n) N r(r—1y/2

b(n)= > 4 ,

falls n gerade.
Der Aufgabensteller sandte eine zweite Losung.

Aufgabe 852. (x,), (y,) seien reelle Zahlenfolgen mit
yi=x; sowie y,=kx,+x,_; fur n=2.

Dabei ist k#0 ein reeller Parameter. Genau fiir welche Werte von k gilt die Aqui-
valenz

(x,) konvergent<> (y,) konvergent? W. Janous, Innsbruck, A
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Solution: If x,—x as n— oo, then y,— (k+ 1)x as n— oo, for any value of k. The
converse implication:

(y,) convergent=>(x,) convergent

holds if and only if | k| > 1.

Proof: If k# —1, 0< |k| <1, put x,:=(—1)"k™". Then (x,) is not convergent, but
(v,) clearly is. In fact y,=0 for all n>2. If k= —1, put x,,:=\/n, then x,— oo,
whereas y,=—(Vn +Vn—1)"150 as n—>oo. Now suppose |k|>1. Then
Y2 _o(—1y*k~m~1is absolutely convergent with sum (k+ 1)~!. Moreover, it is easily
verified, by induction on », that

n—2
Xn= Z (_ lynk—m_lyn—m+(— 1)n~1kl—n Y-

m=0

Hence, if y,— y as n— oo, then [by direct estimation or e.g. by Lebesgue’s dominated
convergence theorem] x,— y(k+1)"lasn— 0.
All the above results are valid in the complex case as well.

A.A.Jagers, Enschede, NL

Weitere Losungen sandten P. Bundschuh (Koln, BRD), J.T. Groenman
(Groningen, NL), P. Hajnal (Szeged, Ungarn), H.-J. Kanold (Braunschweig, BRD),
L. Kuipers (Mollens VS), O.P. Lossers (Eindhoven, NL), H. J. Seiffert (Berlin, BRD).

Neue Aufgaben

Die Losungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben in Maschinenschrift
erbeten bis 10.Juni 1982 an Dr. H. Kappus. Dagegen ist die Einsendung von
Losungen zu den mit Problem ... A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin
gebunden.

Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungelost: Problem 601A (Band 25,
S.67), Problem 625B (Band 25, S.68), Problem 645A (Band 26, S.46), Problem
672 A (Band 27, S.68), Aufgabe 680 (Band 27, S.116), Problem 724 A (Band 30,
S.91), Problem 764 A (Band 31, S.44).

Aufgabe 869. Es seien zwei Kreise &k, und k, gegeben, die nicht in derselben Ebene und
nicht auf derselben Kugel liegen, sich nicht schneiden und nicht ineinander ver-
schlungen sind. Dann gibt es genau vier Kreise, darunter eventuell eine Gerade, welche
k, und k, berithren. Man beschreibe deren raumliche Konstruktion.

C. Bindschedler, Kiisnacht

Aufgabe 870. In der Ebene seien endlich viele Gitterpunkte, die nicht alle auf einer
Geraden liegen, durch einen einfachgeschlossenen Polygonzug verbunden. Man
beweise: Liegt auf dem Polygonzug insgesamt eine ungerade Anzahl von Gitter-
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punkten, so durchlduft er auch einen Punkt, dessen verdoppelte Koordinaten ungerade
ganze Zahlen sind.
H. Miiller, Hamburg, BRD

Aufgabe 871. Die Winkel eines ebenen Dreiecks seien a; (i=1,2,3). Man schitze die
Summe

i [sin* (a;/4) + cos* (a;/4)]

i=]

nach oben und unten bestméglich ab.
F. Leuenberger, Feldmeilen

Aufgabe 872A. Es seien ry,...,r,,n> 1, die Radien von n Kreisen im Einheitsquadrat
0=1{(x,y)|0<x,y<1}, die keinen gemeinsamen inneren Punkt haben und alle die
x-Achse berithren. Ferner sei S,:=r;+ - - +r,. In einem alten Notizbuch behaupte
ich: S, < Clogn, aber S,,> Clogn/loglogn ist noch méglich. P. Erdos

Berichtigung zu Aufgabe 864. Es muss heissen: Im ebenen Dreieck 4 BC mit
|BC|=a, |CA|=b, |AB|=c sowie a<b seien die beiden durch 4 und B ver-
laufenden dusseren Winkelhalbierenden gleich lang.
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J. Schirf, H. Schierer, W. Baron und R. Strecha: Programmieren mit dem Taschenrechner TI-51-III.
143 Seiten, DM 19.80. Oldenburg, Wien, Miinchen 1978.

In letzter Zeit fanden immer mehr auch programmierbare Taschenrechner Eingang in die Schule. Fiir
den Lehrer stellt sich das Problem, diese Rechner im Unterricht zu nutzen. Zudem muss er iiber die
verschiedenen Modelle Bescheid wissen und Schiiler bei Anschaffungsfragen beraten kénnen. Das
vorliegende Buch zeigt zunichst die Verwendung des TI-51-III als gewohnlichen Taschenrechner und
anschliessend Schulbeispiele von einfachen Programmen mit héchstens einer Schleife und ohne bedingte
Sprunganweisungen. Diese Beispiele sind miihelos auf andere Modelle von programmierbaren Rechnern
iibertragbar. H. Walser

A.J. Weir: General Integration and Measure, Band 2, XI und 298 Seiten, £5.25. Cambridge University
Press, 1974.

Es handelt sich in Wirklichkeit um den 2.Band des Buches «Lebesgue Integration and Measure»
(Cambridge University Press, 1973); der neue Titel ist durch die Tatsache gerechtfertigt, dass dieser Band
vom ersten zum grossten Teil logisch unabhingig gemacht wurde. Obwohl im Vergleich zum 1. Band ein
Schritt weiter in die Abstraktion gemacht wurde (im ersten Band wird nur das Lebesguesche Integral
behandelt, im zweiten dagegen das abstrakte Integral, gewohnlich aber nur fiir o-endliche Masse),
handelt es sich trotzdem um ein betont didaktisches Buch. Der didaktische Aspekt kommt zum
Vorschein in den vielen Beispielen und Ubungsaufgaben (mit Losungen oder Hinweisen zu den
Losungen) wie auch in den vielen «Gesprichen» des Verfassers mit dem Leser. Wiederholungen und
parallele Entwicklungen werden dabei nicht gescheut.

Das Buch enthilt die Konstruktion des Integrals nach mehreren Methoden, den RieBschen Darstellungs-
satz (auf lokal kompakten, metrisierbaren, o-kompakten Riumen), das Produkt von zwei Massen
(einschliesslich die Sitze von Fubini und Tonelli), den Satz von Radon-Nikodym und die LP-Riume
(einschliesslich ihre Dualitit). Der Integrationstheorie auf den euklidischen Riumen wird besondere
Aufmerksamkeit gewidmet. C. Constantinescu



	Aufgaben

