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Aufgaben

Aufgabe 841. Sechs in einer Ebene liegende Kreise, die einen gegebenen Grundkreis
k rechtwinklig schneiden, seien so angeordnet, dass im Inneren von k em
rechtwinkliges Kreisbogensechseck s entsteht. Zu je zwei Gegenseiten von s existiert dann

genau ein Mittellot, d.i. ein Kreis, der diese Seiten und den Grundkreis
rechtwinklig schneidet. Man zeige, dass sich die drei Mittellote innerhalb s in einem
Punkt schneiden. Der Beweis ist ohne Hilfsmittel der hyperbolischen Geometrie zu
fuhren. P. Buser, Bonn, BRD

Lösung: Im folgenden wird bezeichnet: Der Mittelpunkt von k mit M; die Kreise,
auf denen die Seiten des Kreisbogensechsecks liegen, mit kx,...,k6, ihre Mittelpunkte

mit MX,...,M6; die Lotkreise der Seitenpaare (kl,kl+3) mit /, und ihre
Mittelpunkte mit Lx,i= 1,2,3.
Aus den Voraussetzungen folgt zunächst, dass die /, paarweise reelle Schnittpunkte
haben. Zum Nachweis, dass sie genau zwei Punkte SX,S2 gemeinsam haben, also
demselben elliptischen Kreisbüschel angehören, genügt es zu zeigen, dass ihre
Mittelpunkte Lx kolhnear sind.
Das Dreieck MXM3M5 liegt polar zum Dreieck M2M4M6 in bezug auf den Grundkreis,

denn die Schnittpunktsehne von kx und dem Grundkreis ist einerseits die
Polare von Mx bezughch k, da kx den Grundkreis rechtwinkelig schneidet, und
andererseits müssen die Punkte M2 und M6 in ihrer Eigenschaft als Potenzpunkte
von kx,k3 und k bzw. von k5,kx und k auf dieser Schnittpunktsehne in ihrer
Eigenschaft als Potenzlinie von kx und k liegen; k2 und k6 schneiden ja kx und k
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unter 90°. Dasselbe gilt zyklisch vertauscht für alle 6 Mittelpunkte der Seiten des
Kreissechsecks. Bei 2 polar zueinander liegenden Dreiecken befinden sich aber die
3 Schnittpunkte entsprechender Seiten auf einer Geraden. Da nun die Lotkreise
je 2 gegenüberliegende Kreissechseckseiten und den Grundkreis rechtwinkelig
schneiden, ist jeder ihrer Mittelpunkte der Potenzpunkt eines solchen Kreistripeis.
So ist zum Beispiel Lx der Potenzpunkt der Kreise kx,k4 und k. D.h. aber, dass Lx
der Schnittpunkt der beiden Potenzlinien der Kreispaare kx,k und k4,k und somit
der Schnittpunkt der Geraden M2M6 und M3M5 ist. M2M6 und M3M5 sind aber
entsprechende Seiten der beiden polar liegenden Dreiecke. Genauso lässt sich
zeigen, dass L2 der Schnittpunkt der Geraden MXM3 und M4M6 und 7_3 der Schnittpunkt

von M2M4 und M5MX ist. Lx, L2 und L3 liegen daher auf einer Geraden
und sind die Mittelpunkte dreier Kreise, die einen Kreis, nämlich den Grundkreis,
unter 90° schneiden, d.h. diese 3 Kreise gehören demselben Kreisbüschel an und
haben daher nur 2 Schnittpunkte Sx und 52 gemeinsam.
Nun ist noch zu beweisen, dass einer dieser beiden Punkte innerhalb des
Kreissechsecks liegen muss. Dazu vergegenwärtige man sich, dass eine Inversion mit k
als Inversionsgrundkreis das gesamte Bild unverändert lässt, da alle Kreise k
rechtwinkelig schneiden. Die beiden Schnittpunkte der 3 Lotkreise tauschen demnach
ihre Plätze, d.h. einer von ihnen muss innerhalb k liegen. Der weitere Beweis
wird unter der Annahme geführt, dass alle Sechseckseiten nach aussen konkav sind.
Die Verbindungsgerade MXM5 als Potenzlinie von k und k6 enthält auch den
Punkt L3 - wie oben dargelegt - und steht senkrecht auf der Geraden MM6.
Da kx,l3 und k5 den Grundkreis k rechtwinkelig schneiden und ihre Mittelpunkte
auf einer Geraden liegen, so gehören die drei Kreise demselben Büschel an. k und
k6 bestimmen das dazu konjugierte Büschel mit der Achse MM6. Da von 2

konjugierten Kreisbüscheln entweder der eine hyperbolisch und der andere

elliptisch oder beide parabolisch sein müssen (siehe z.B. M. Zacharias: Elementargeometrie

der Ebene und des Raumes, S. 108) und sich k6 und k in 2 Punkten
schneiden, so enthält das Kreisbüschel zu dem kx,l3 und k5 gehören keine
Grundpunkte; d.h. l3 schneidet wohl k6, aber nicht kx und k5. In der gleichen Weise
beweist man, dass l3 den Kreis k3, aber nicht k2 und k4 schneidet. Durch zyklische
Vertauschung kommt man zu dem Satz, dass jeder Lotkreis keinen der Seitenkreise

schneidet ausser jenen beiden, bei denen dies rechtwinkelig geschieht. Die
Schnittpunkte aller 3 Lotkreise müssen daher ausserhalb der die Seiten des
Kreissechsecks bildenden Kreise liegen. Da aber ein Schnittpunkt innerhalb k liegen
muss (siehe oben), so muss dieser Schnittpunkt auch innerhalb des Kreissechsecks

liegen.
Ist eine der Kreissechseckseiten nach aussen konvex, so umschliesst diese alle
nicht benachbarten Seitenkreise und die beiden Lotkreise der benachbarten Kreise
vollkommen. Der Beweis ist für diesen Fall in gleicher Weise zu führen, nur
liegt der bewusste Schnittpunkt dann innerhalb k und des nach aussen konvexen
Seitenkreises und ausserhalb aller anderen Seitenkreise, also wieder innerhalb des

Kreissechsecks. E. Ungethüm, Wien, A

Weitere Lösungen sandten L. Kuipers (Mollens VS) und E. Ungethüm (Wien, A,
zweite Lösung).
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Aufgabe 842. Man bestimme alle a, b e R derart, dass

ax + b[xlogx + (l-x)log(l-x)]^0 für alle xe]0,l[.

J. Aczel, Waterloo, Ontario, CDN

Lösung: Für beliebiges (a,b)eR2 definieren wirfab: [0, l]-> R durch

[0 für x 0,
fa,b(x):=z\ax + b [xlogx + (l—x)log(l-x)] für 0<x< 1,

[a für i=l.
fab ist in [0,1] stetig und in ]0,1[ differenzierbar. Sobald b^O ist, setzen wir
x0:=e~a/b/(l+e~a/b) und haben offenbar x0e]0,1[ sowie nach kurzer Rechnung
fa,b(xo)= "~blog(l + e~a/b). Daher kann geschlossen werden: lstfab in ]0,1[
nichtnegativ, so ist a^O^b. Hiervon zeigen wir noch die Umkehrung und haben damit
die Aufgabe gelöst: Sei also a^O^b und o.B.d.A. sogar a^O >b. Wärefab(xx)<0
für ein xxe]0,1[, so hätte fab in ]0,1[ wegen seiner Werte in 0 bzw. 1 ein
negatives Minimum, etwa in x$; es musste dann 0=fab (x$)=a + blog(x*/(l -x*))
gelten, was mit x$ x0 äquivalent ist; jedoch wäre dannfab(xo)>0 entgegen der
Minimaleigenschaft von xj. Also istfaJ) nichtnegativ in ]0,1[, wie behauptet.

P. Bundschuh, Köln, BRD

Weitere Lösungen sandten A. Bager (Hjorring, DK), W. Gorm (Marburg, BRD),
W. Janous (Innsbruck, A), H.J. Kleck (Bern), L. Kuipers (Mollens VS), O.P.
Lossers (Eindhoven, NL).

Aufgabe 843. Es seien tx,...,tn(n^2) nicht notwendig verschiedene Punkte des

reellen Einheitsintervalls [0,1] und gx, ...,gn nichtnegative Gewichte mit gx+ Vgn
1. Man interpretiere die beiden Momente

x=gxtx+--+gntn und y=gxt2x+--+gnt2

als kartesische Koordinaten eines Punktes in der Ebene.
1. Welche Punktmenge M beschreibt (x,y) bei variablen (/,.), (gx)l
2. Man bestimme max {v-x2 \ (x,y)eM}. A. Pfluger, Zürich

Lösung: 1. Für n= 1 erhält man die Grundlösungen (x,y)=(t,t2), 0<K 1, d.h. alle
Punkte auf einem Parabelbogen. Für n > 1 besteht die Menge M genau aus allen
konvexen Linearkombinationen der Grundlösungen. M ist daher die konvexe Hülle
des Parabelbogens, d. h. das Parabelsegment

M={(x,y)\x2^y^x, O^x^l}.

2. max\y-x2\ (x,y)eM} max{x-x2|0^x^l} =l/4. J. Schaer, Calgary, CDN
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Weitere Lösungen sandten P. Bundschuh (Köln, BRD), P. Hajnal (Szeged, YU),
W. Janous (Innsbruck, A), L. Kuipers (Mollens VS), O. P. Lossers (Eindhoven, NL).

Neue Aufgaben
Die Lösungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben in Maschinenschrift
erbeten bis 10. Dezember 1981 an Dr. 77. Kappus. Dagegen ist die Einsendung von
Lösungen zu den mit Problem A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin
gebunden.
Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungelöst: Problem 601A (Band 25,

S.67), Problem 625B (Band 25, S.68), Problem 645A (Band 26, S.46), Problem
672A (Band 27, S.68), Aufgabe 680 (Band 27, S. 116), Problem 724A (Band 30,

S.91), Problem 764A (Band 31, S .44).

Aufgabe 860. P (n) bzw. p (n) bezeichne den grossten bzw. den kleinsten Primteiler
von«. Man zeige:

_> w * *
H-i n 6 log*

i«w_,w+0/^Ly (2)
n-i n \\o%x /

P. Erdös

Aufgabe 861. Für alle a,ßeR mit a + nß^(2k+l)n/2, n 0,1,2,3, keZ, zeige

man die Gültigkeit der Identität

[tan(a + 3/?)-tana] [tan(a + 2ß)-tan(a+ß)]
(4cos2/?- 1) [tan(a + 3ß)-tan(a + 2ß)] [tan(a+ß)-tana].

H. Schilt, Biel

Aufgabe 862. Let P be a point in the interior of a triangle with vertices Ax and
vertex angles ax, and set ßx= LPAXAX+X (i=l,2,3, with A4 AX). Abi-Khuzam
[1] asked recently in this Journal whether it is necessarily the case that

n/?^ri(a,/2), 0)

concerning which it is well-known that

TJsinA,=IIsin(a,-/?,)< I[sm{a,/2). (2)
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and for which Abi-Khuzam showed that the Brocard angle co, determined by P
being such thatßt co (i= 1,2,3) and given by

cotco Xcot«i9 (3)

satisfies the inequahty

co3<H(a-co) (4)

Show that (1) does not always hold

Aufgabe 862A. With the notation ofAufgabe 862, prove or disprove the inequahty

JJ(ax-co)< YL(ai/l) D J Daley, Canberra, Austraha
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topics of the subject Sections 1 through 5 are devoted to the fundamental properties of integers, and

congruences, section 6 is concerned with the theorems of Wilson and Fermat Anthmetical functions are
studied in sections 7 to 9, sections 10 to 12 lead to a proof of the quadratic reciprocity theorem There
follow sections on the representation of numbers, diophantine equations and the prime counting
function Each result is preceded by a number of numencal examples, and these give the Student a good
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