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ELEMENTE DER MATHEMATIK

Revue de mathématiques élémentaires - Rivista di matematica elementare

Zeitschrift zur Pflege der Mathematik
und zur Forderung des mathematisch-physikalischen Unterrichts

El. Math. Band 36 Heft 3 Seiten 49-72 Basel, 10. Mai 1981

Projektive Figenschaften des abgestumpften Wiirfels
Herrn Prof. Dr. Ernst Walter Trost zum 70. Geburtstag gewidmet

Der «abgestumpfte Wiirfel» I7 ist das einzige archimedische Polyeder der Hexa-
edergruppe I, das keine Symmetrieebenen besitzt. I7 hat 24 Ecken, 60 Kanten und
wird von 6 Quadraten und 32 gleichseitigen Dreiecken begrenzt. In jeder Ecke von
IT treffen ein Quadrat und vier gleichseitige Dreiecke zusammen.

P. Huybers und H.S. M. Coxeter fanden ein Oktaeder I7; mit der Eigenschaft, dass
durch jede Ecke von [T, vier (verldngerte) Kanten von /7 gehen [Math. Rep. Acad.
Sci., The Royal Society of Canada I, 269-274 (1979)]. Das ist eine projektive Eigen-
schaft; sie kommt auch kollinear verwandten Polyedern zu.

Hier wird gezeigt: Ausser den Ecken von I1 und II; gibt es im Kantensystem von I1
noch 120 weitere Schnittpunkte; sie bilden die Ecken von 5 gleicheckigen (darunter 3
symmetrischen) Polyedern von I'. Ferner wird ein gleichflichiges Polyeder II, ange-
geben, in dessen 24 Ebenen die Ecken von I1 und II, und auch alle 120 hier gefundenen
Schnittpunkte liegen. Mit Hilfe des zu IT polaren Polyeders IT werden auch die gleich-
fldchigen Polyeder bestimmt, die von den Verbindungsebenen komplanarer Kanten von
IT gebildet werden; eines ist symmetrisch, drei sind unsymmetrisch. Zahlreiche weitere
Inzidenzen erhdlt man, wenn man zu den Kanten von II die Diagonalen hinzunimmt. -
In Abschnitt 1 wird zundchst das allgemeine gleicheckige Polyeder von I, in
Abschnitt 2 der Sonderfall I7 bestimmt.

Eine analoge Untersuchung des abgestumpften Dodekaeders soll folgen.

1. Das allgemeine gleicheckige Polyeder IT (p, q) der Hexaedergruppe I

Ein Wiirfel sei mit /7, bezeichnet, seine v-zihligen Achsen mit a, (v=4,3,2), seine
Symmetrieebenen mit o. Der Mittelpunkt M von 71, sei Ursprung, die Achsen a4
seien Achsen kartesischer Koordinaten x;, x,, x5. Figur 1 zeigt I1, in diinnen Linien,
unten den Grundriss auf o (x;=0), oben den Aufriss auf o (x; +x,=0). Als Punkt
erscheint im Grundriss a4 (x,=x,=0), im Aufriss a, (x; — x,=x;=0). Hat 11, die
Kantenldnge 2, so sind (+ 1, + 1, + 1) die Ecken von 11,.

Die Hexaedergruppe I', deren 24 Drehungen 71, in sich iiberfithren, fithrt einen
Punkt / allgemeiner Lage in 24 Punkte iiber. Liegt / in einer Symmetrieebene, so
ist alles weitere trivial. Wir setzen

I1(p,q,1) mit 1>p>¢g>0 48]
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voraus. I” fihrt / in 24 Punkte iiber; in den Ebenen x;= + 1, + p, = g liegen je vier
dieser Punkte (und sie bilden ein Quadrat). Die Bezeichnung in Figur 1 ist so
gewahlt, dass 1,2,3,41in x3=1liegen, 5,6, 7,8 in x3=p, 1’,2',3’,4’ in x3=¢, also

1(p’q’1)7 2(_%]7,1)9 3("P,“q,1), 4(‘],"Ps 1)’
5(q’ I’P)’ 6(— laq’p)9 7(—4, - I,P), 8(1’ —q’p)9 (2)
1'(1,17,‘1), 2’("'P,17(I), 3’(_1’_P,Q), 4'@,“1,4)-

Daraus entstehen durch 180°-Drehung um a, (x; — x,=x;=0) die Punkte 7,2, 3,4
(inx;=-1),56,78(inx;3=—p), 1',2,3,4 (inx;=—q),z.B.I’(p,1, — q).

Das (konvexe) Polyeder mit diesen 24 Ecken heisse 17 (p,q). Es ist gleicheckig; I”
fuhrt die von einer Ecke ausgehenden Kanten in die von jeder anderen Ecke aus-
gehenden Kanten iiber. 7 (p, q) besitzt

a) 6 Quadrate 4, in den Ebenen ¢4 (x,= £ 1), begrenzt von 24 Kanten k,,

b) 8 gleichseitige Dreiecke 43, deren Ebenen &3 (£ x;+x,+ x3=1+p+¢q) zu den
dreizdhligen Achsen a; von I7, normal sind. Die Ebenen ¢, begrenzen ein Oktaeder
IT,. Die Seiten von 45 sind 3 Kanten k5 von 17 (p, q), die eine a; normal kreuzen, z. B.
kreuzen die Seiten von 4;(I1’5) und die von 4;(33’7) die a;(x;: x,: x;=1:1:1)
normal.

c) Weitere 24 Dreiecke 4, in Ebenen ¢,. Jedes ist von einer Kante k4, einer Kante &,
und einer Kante k, (z.B. I’ I’) begrenzt.

Sichtbare Kanten k, sind in Figur 1 durch Doppellinien dargestellt, unsichtbare &,
kurz gestrichelt. Sichtbare Kanten k3 und k4 sind in vollen Linien gezeichnet,
unsichtbare lang gestrichelt.

II (p,q) hat 24 Kanten k4, 24 Kanten k;, aber nur 12 Kanten k,. Denn jede k,
(z.B. I'I") schneidet eine a, (im Beispiel: x,—x,=x;=0) im Mittelpunkt von k,
normal, daher gestattet k, die 180°-Drehung um eine a,, also eine zweigliedrige
Untergruppe von I". An die Seiten eines Quadrats 4, grenzen 4 Dreiecke 4,, an die
Seiten eines Dreiecks 44 grenzen 3 Dreiecke 4,.

k,(v=4,3,2) habe die Linge /,. Nach (2) folgt [etwa aus 4, (I 2 5)]

G=20’+q), B=2(1-p—q+p*-pq+q¢’), B=2(1-pP+4¢. ()

2. Der abgestumpfte Wiirfel des Archimedes

Aus I (p,q) erhidlt man den abgestumpften Wiirfel 77, wenn [, =/=1, ist. Das
ergibt nach (3) die (linear abhéngigen) Gleichungen
h=1l; oder p—g—pq—¢’=0, @)
L=1l, oder 1-2p+4*=0, %)
=1, oder 1—p—q—pq=0. (6)
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Eliminiert man aus (4)-(6) erstens g, zweitens p, so folgt

pPP+p*+p—1=0 ™)
F+q¢*+3q—1=0. (8)

Diese kubischen Gleichungen haben je eine reelle Wurzel, namlich

p=(—1+V17+3V 33 +¥/17-3V33) /320°544 )
g=(—1+v26+6V 33 +326—6V33) /3~029. (10)

Auf die konjugiert komplexen Polyeder, die zu den komplexen Wurzeln von (7) und
(8) gehoren, sei nicht eingegangen. Sie konnten in bekannter Weise durch reelle
Substrate veranschaulicht werden.

Addition von (6) und (7) ergibt (p>— q) (p+ 1)=0. Wegen (1) folgt

q=p*. (11)

Ersetzt man ¢ in (8) durch p?, so folgt die Zerlegung von (8) in die Faktoren
P +p*+p—1und p>—p?+p+ 1. Der erste Faktor ist der Ausdruck in (7), der zweite
ergibt nullgesetzt die Gleichung mit der Wurzel —p; das bedeutet den Ubergang
von /1 zu einem anderen abgestumpften Wiirfel, der aus I7 durch Spiegelung an M
entsteht.

IT hat die Kantenldnge /=1I,=l;=1,, ndmlich

I=V2(@*+2p—1)=V2(¢*+q)~0'876. (12)

Die Koeffizienten von (7) oder (8) ergeben die kubische Gleichung
1°4+1274+3217-32=0 (13)

fur /2 Sie hat die einzige reelle Wurzel

P=2(—6+/54+6V33 +/54—6\/33) /3. (14)

Figur 1 stellt /7 in Grund- und Aufriss dar. Beide Bilder sind symmetrisch beziiglich
des Bildes von M. Von der Sichtbarkeit abgesehen, ist der Grundriss auch sym-
metrisch zu den Geraden x;=0,x,=0,x;+ x,=0, und der Aufriss symmetrisch zur
x3-Achse und zu o (x3=0).

Wir bestimmen noch die Radien von vier Kugeln um M. R sei der Radius der Um-
kugel von II. r sei der Radius der Kantenkugel, die jede Kante von IT in deren
Mittelpunkt beriihrt, z.B. k, (I’ ") in ((14p)/2,(1+p)/2,0). p; sei der Radius der
Kugel, die die Ebene jedes Dreiecks 4; oder 4, in dessen Mittelpunkt beriihrt, z. B.
die Ebene &, von 4, (11’5) in ((1+p+p?)/3,(2+p)/3,p/3). ps sei der Radius der
Kugel, die die Ebene jedes Quadrats 4, in dessen Mittelpunkt beriihrt. Es folgt
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/?
——+ =Vpp+2), r= [p+1=(0+p/NV2,

p3= ,/“é’ +1=p7' V3, pa=1. (15)

In Figur 1 ist 27 der Abstand von k,(2'4’) und k, (2’4’). Im Aufriss erscheinen
45(22'6) und 45(22’6) als Parallele im Abstand 2p;, die Quadrate in x;=1 und
x3= —1 als Parallele im Abstand 2 p,.

3. Inzidenzen im Kantensystem des abgestumpften Wiirfels

Wihrend I (p,q) im allgemeinen keine Paare komplanarer Kanten besitzt,
existieren Paare komplanarer Kanten bei 77.

Es sollen nun alle Paare komplanarer Kanten k .k, (u,v=4,3,2) von /T bestimmt
werden. Solche Kanten schneiden sich (in ihrer Verlingerung) in einem mit k,nk,
oder (uv) bezeichneten Punkt. Die Verbindungsebene heisse [¢v]. Wir definieren
12 Ebenen ¢! und 12 Ebenen ¢!l

l(pxytx,=0) und '(P?’x,tx,=0), (m,n=1,2,3). (16)

Es geniigt, eine Teilfigur ¢ von IT zu betrachten, bestehend aus dem Quadrat /1234
und 12 gleichseitigen Dreiecken, die mit ihm eine Kante oder Ecke gemein haben.
¢ ist symmetrisch zu

eo(Px1—x;=0) und &fi(x;—p*x,=0) (17)

(Fig. 1, Grundriss). Die Spiegelung an ¢ oder ell fithrt ¢ in sich iiber, jedoch IT in
einen anderen abgestumpften Wiirfel 777, der ¢ enthélt!

(Bei den Rechnungen zu den folgenden Formeln wurden rationale Funktionen von
p mittels (7) passend umgeformt.Z.B.ist p*= —p?—p+ 1,p*=2p— 1,p7 '=p?+ p+1,
pi=p*+2p+2)

3.1. Inzidenzen, die aus Spiegelungen an den Ebenen &' folgen
3.11. Schnittpunkte (33) (siche Einleitung). k3(/1’) und k3(33’) liegen in ¢}, daher
existiert

(33)=(0,0,p7),  [33]=¢. (13)

90°-Drehung um a,4(x,=x,=0) ergibt, dass (0,0,p™ ") zugleich k;(22") N k; (44’) ist.
Durch I geht (33) in die Ecken des Oktaeders /7, iiber. In jeder Ecke von I7,
schneiden sich 4 Kanten k; von I1. Die Ebenen ¢; der Seitenflichen von 17, sind
Tx;Extx3=p7!
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3.12. Schnittpunkte (23)! und (34)'. Die Spiegelung an &} vertauscht &, (22’5) und
¢1(44’8). Auf der Schnittgeraden dieser zwei Ebenen liegen daher in ¢} die Punkte
k3(22") k3 (44)=(33)=(0,0,p7 ") und k,(25)nk; (48)=(23)! und k;(#'8)nks(2'5)
=34 Esist

@)=(=p%-p7 D, GH'=0LD. (19)

Xq 7(23)F (23)°,

(23Jn 23k

5

L8 T N,

L
8

(34

G4t

Figur 1. Archimedisches Polyeder 17 Figur 2. Dual-archimedisches Polyeder /7
(Grund- und Aufriss). (Grund- und Aufriss).
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Nach (19) liegt (23)! in &}, in e'(x,+px3=0), in o(x;+x;=0), in
e3(x1 =X+ x3=p71), in g5(—x,—x3—x3=p71). (34)! liegt in &}, in & (p x;— x3=0),
in g (x,—x3=0), ferner in 3 (x; —x,+ x3=p~ Y und &; (x, + x,— x3=p7 ).

3.13. Schnittpunkte (24). Die Spiegelung an ¢} fithrt k3 (48)nk;(51))=(p~',0,0) in
ky(25)nk4(81")=(24) uber. Spiegelt man dann (24) an &}l so erhilt man
ki (15)nk;(62)=(0,p71,0). Daher ist (24) Schnittpunkt der Normalen aus
(»1,0,0) zu &} mit der Normalen aus (0,p!,0) zu ¢[/(Fig. 1). Es ist

H=1,1+p,0). (20)

Beim Ubergang von I7 zu IT’ vertauschen (33) und (24) ihre Rollen.

‘Die Kugel um 7 mit dem Radius / schneidet die Umkugel von I7 im Umkreis des
Funfecks 481’52. Zu jeder Ecke von II gehort also ein ebener Vierkantenzug von I1,
bestehend aus den Endpunkten der von der Ecke ausgehenden Kanten. k443,(481°52)
liegt in der Ebene

[23]'= 24]=[33]= (px, + p* X2+ x3— 1 =0). Q1)

In (21) liegen die Kanten, die sich in (23)! und (24) schneiden, ferner k,(48) und
ky(1’5) mit ihrem Schnittpunkt (33)=(p~1,0,0). (21) ist normal zu &, zu
el (x;—px3=0) und zu e (x, — p? x;=0).

Die Kanten mit dem Schnittpunkt (34)! liegen in der Ebene

[34]'= (0*x) +p* x,— x3+p*=0). (22)
[34) ist normal zu &} und zu e (x, + p? x; =0).

3.2. Inzidenzen, die aus Spiegelungen an den Ebenen " folgen

3.21. Schnittpunkte (23)"! und (34)!1. Die Spiegelung an ¢l vertauscht ¢, (33’6) mit
€3(44’8). Auf der Schnittgeraden dieser zwei Ebenen liegen daher in &}l die Punkte
ks (33") ks (447) = (33)=(0,0,p~") und k, (36) N k; (48)= (23)" und ks (¢’ 8)~ k4 (3’ 6)
— (34)1. Es ist

@3)=(=1p3 —ip,A) mit A=(1—-p+p)7!,
[231"=(@? x; + x,+ x;—p=0),
GHl=(—1,-p2,—p), [34=(p*x,+p*x;— X3+ p=0). (24)

(23)

(23)" Liegt in efl und in &!(x,+ p x3=0). [23]V ist normal zu &l zu £ (x,—p?x,=0)
und zu g (x,—x3=0). 39" liegt in ¢l und in ! (p x;— x3=0). [34]" ist normal zu
edtund zu e (x, + p? x;=0).

3.22. Ebene Dreikantenziige von II. 6348 ist ein ebener Dreikantenzug k,4; in der

Ebene [23]!. Seine Ebene ist nach Formel (23) parallel zu a,(x;=0,x,+ x;=0).
6348 geht durch 180°-Drehung um a4 (x; = x,=0) in k43 (8126) iiber, daraus erhilt
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man durch 90°-Drehung um die x,-Achse ky43(251'1), dessen Ebene zu
ay(x;—x,=0,x3=0) parallel ist und die daher im Aufriss als Gerade erscheint.
Dasselbe gilt fir die ky;, die aus 257’1 durch 180°-Drehung um
ay(x;—x,=0,x;=0) und daraus durch 180°-Drehung um a4(x;=x,=0) hervor-
gehen.

IT besitzt 24 ebene Dreikantencziige. Sie liegen in 12 Paaren paralleler Ebenen, zugleich
in 6 Quadrupeln von Ebenen, die zu einer a, parallel sind.

3.3. Die sechs Polyeder der Schnittpunkte

I’ fuhrt jeden Schnittpunkt (uv) zweier (verlingerter) Kanten von I7 in die Ecken
eines Polyeders I7 (uv) iiber.

a) IT (33)=1I1, ist das Oktaeder mit den Ecken (£ p~1,0,0),(0, +p~1,0),(0,0, £ p~ ).
b) 1 (23)\, 11 (34)\, 11 (24). Die Streckung aus M mit dem Faktor p~2 fithre /1, in
den Wiirfel «p~2- IT,» iiber. Nach (19) liegt (23)! in o (x;+ x3=0), und wegen
p~!<p~? liegt der Punkt (23)! im Innern einer Kante von p~2 - IT,. Daher geht (23)!
durch I' in die 24 Ecken eines Polyeders der Gruppe I” iiber. Analog bei (34)'
mittels «p~! - IT,». Es ist

T(23)'=3,4+4,4+4), s=(+pV2, s=2p7', (25)
IT(34)=(2+42,3,242,4), s;=@+p V2, s;4=2. (26)

In- jeder Ecke von I7(23)! treffen ein gleichseitiges Dreieck (Seitenlinge s;) und
zwei halbregulidre Achtecke (Seitenlingen abwechselnd s; und sg, Innenwinkel 135°)
zusammen, in jeder Ecke von I7 (34)! ein gleichseitiges Dreieck (Seitenlinge ss),
ein Quadrat (Seitenldnge s4) und zwei Rechtecke (Seitenlingen s; und s4).

(24) liegt nach (20) in o (x;=0). Mittels «(1+p) - I1,» folgt

I(24)=03+3,3+3,4), s,=V2, s=pV2. 7)

In jeder Ecke treffen ein Quadrat (Seitenlidnge s,) und zwei halbregulidre Sechsecke
(Seitenlingen abwechselnd s, und s, Innenwinkel 120°) zusammen.

¢) I (23" und I7T (34)! sind spezielle unsymmetrische Polyeder der Gruppe I
Die Koordinaten ihrer 24 Ecken verhalten sich (bis auf Reihenfolge und Vor-
zeichen) bei IT (23)! nach (23) wie 1:p:p3, bei IT 34! nach (24) wie 1:p%:p?
(hingegen bei IT wie 1:p: p?).

Ergebnis: Die Schnittpunkte (verlingerter) Kanten von II sind: 1. Die Ecken des
Oktaeders 114, 2. die Ecken dreier spezieller symmetrischer und zweier spezieller un-
symmetrischer Polyeder der Gruppe I'. Das sind 6 - 6+3 - 2442 - 24 =156 Inzidenzen.
Rechnet man die Fernpunkte paralleler Kanten k4 hinzu, ferner die Ecken von /7,
in denen 5 Kanten 10 Inzidenzen entsprechen, so gibt es 408 Inzidenzen im Kanten-
system von I1. Die Aufzihlung ist vollstindig.

Die Hiillpolyeder der Verbindungsebenen komplanarer Kanten von I7 ergeben sich
in 5.2. aus dem zu 7 dualen Polyeder.
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3.4. Die Ebenen ¢, der 24 Dreiecke A, und ihr Polyeder I1,

Ein Dreieck 4, enthilt je eine Kante k4, k3, k, von IT und drei Ecken von I7. Ausser-
halb der Ecken liegen auf k, je zwei Punkte (23)},(24),(23)!!, die zum Mittelpunkt
von k, symmetrisch liegen (denn /7 gestattet die 180°-Drehung um die Achse a,,
die k, normal schneidet). k; enthilt je einen Punkt (33),(23)L, 3HL2)HN, 3H.
k4 enthilt je einen Punkt (24),(34), (34)'L. Diese Punkte auf k,, k3, k4 sind vonein-
ander verschieden, denn je zwei dieser Kanten haben nur eine Ecke von /7 gemein.
In der Ebene ¢, von 4, liegen also 3 Ecken und 6+ 5+ 3= 14 andere Kantenschnitt-
punkte von I1. Aus &, entsteht durch I ein gleichflachiges Polyeder /7, der Gruppe
I'. Die Ebenen ¢, von Il, enthalten alle 24 Ecken und 60 Kanten von II und alle 156
Schnittpunkte verlidngerter Kanten von I1.

Um die 24 besonderen Fiinfecke 45 zu bestimmen, von denen I1, begrenzt ist,
suchen wir etwa 45 in ¢, (1’ 18) (Fig. 1, schraffiert). 1’ ist Schnittpunkt von ¢, (1’ 18),
& (I'1'5), &y,(1’1'5); daher ist 1’ eine Ecke von 4s. 18 ist Schnittkante zweier
Dreiecke 4,; daher ist k,(/8) eine Seite von 4s. Deren Endpunkte sind Schnitt-
punkte dreier Ebenen ¢,, sie sind daher Ecken von I7,. Eine weitere Ecke von 45
ist der Schnittpunkt S; der Ebenen ¢, jener Dreiecke 4,, die mit 4;(1’51) je eine
Kante k; gemein haben. Eine weitere Ecke von 45 ist der Schnittpunkt S, der
Ebenen jener 4 Dreiecke 4,, die mit 4,(1’82"5) je eine Kante k, gemein haben.
Man findet

S3(x1=x2=x3=(2—p)—1) . S4((1‘“p+p2)_1,0,0) . (28)

In &, (I’18) liegt ausserhalb A5 der auf k3 (/1°) liegende Punkt (33)=(0,0,p7"); in
ihm schneiden sich 4 Ebenen ¢,.

IT, hat denselben Inkugelradius p; wie I15. Der abgestumpfte Wiirfel II ist Durch-
schnitt von I1 4, I1 ; und I ,.

4. Inzidenzen im Geradensystem der Kanten und Diagonalen von I7

Von jeder Ecke von IT gehen 5 Kanten, 1 Quadratdiagonale und 17 Raum-
diagonalen aus. K sei die Menge der 60 Kanten von I7. D sei die Menge der 12
Quadratdiagonalen und 204 Raumdiagonalen von 77. Die Inzidenzen in KX sind in
Abschnitt 3 untersucht. In KU D kommen weitere Inzidenzen hinzu: a) Schnitt-
punkte von Kanten mit Diagonalen; auch sie liegen in Ebenen &, von I7,,
b) Schnittpunkte von Diagonalen.

4.1. Fernpunkte. Normal zu &} sind 67,58,24,2’4’, normal zu &llsind 34,2’ 1’,68
und k4(12),k4(34). In den Fernpunkten der Normalen zu den 12 Ebenen & und 12
Ebenen ¢!l schneiden sich also je 4 bzw. 5 Geraden aus KuD. Das bedeutet
72+ 120= 192 Inzidenzen in Fernpunkten.

4.2. Schnittpunkte, die 4 Oktaeder bilden. Es ist 13n24=(0,0,1), 57n68=(0,0,p),
1’3’n2'4'=(0,0,p?). Ferner ist 13'n24'n31'n42’=(0,0,1—p+p?). Jeder dieser
Punkte geht durch I" in die Ecken eines Oktaeders iiber.
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4.3. Dreifache Schnittpunkte, die einen Wiirfel bilden. Es ist 1’21 58 11’ = (p, p, p).
I fuhrt diesen Punkt in die Ecken eines Wiirfels iiber.

4.4. Diagonalenschnittpunkte in den Ebenen, die 2 oder 3 Kanten von I enthalten.
Zwei komplanare Kanten k,,k,, die keine Ecke von /T gemein haben, bilden ein
Trapez. Dessen Parallelseiten schneiden sich in einem Fernpunkt, die Schenkel im
Punkt (u,v). Der Schnittpunkt der Trapezdiagonalen heisse |uv|. (uv) und |uv|
sind konjugiert beziiglich der Umkugel von I7 (volistindiges Viereck!). So erhilt
man aus (23), (3L, (23", (34" je 24 Schnittpunkte |23]1, 134|231, 34| 1 je
zweier Raumdiagonalen von I1. Zu ky(I'5)nk;(84)=(33)=(p~1,0,0) gehort
1331 =(1—p+p%p3,p), zZu 24)=(1,1+p,0) gehort |24| =(p,p,p) (siche 4.3). |33|
und | 24| liegen symmetrisch zu ¢. Der Punkt | 33| liegt auch in e (x, — p? x; =0).

4.5. Diagonalschnittpunkte in den Ebenen, die vier Kanten von II enthalten. Die
Ebene ¢, in der der ebene Vierkantenzug 251’84 liegt, enthilt 4 Kanten, 1 Quadrat-
diagonale und 5 Raumdiagonalen von /1. Von diesen 10 Geraden schneiden sich in
jeder Ecke vier, in (33),(24),(23)! je zwei; zu ihnen gehdren nach 4.4 die Punkte
1331, 124| und ein Punkt |23|1=(p?,p*,2p—p?) in &}. Ferner existieren in & noch
drei Paare von Diagonalenschnittpunkten, symmetrisch zu &f liegend.

4.6. Andere Schnittpunkte. Als weiterer Schnittpunkt, zugleich als Beispiel fiir die
zahlreichen Beziehungen zwischen den Schnittpunkten in Ku D, sei

Z=14'n23"=(p,p"\,p7 (29)

erwihnt (Fig. 1). Eine perspektive Kollineation habe das Zentrum Z; Kollineations-
ebene sei irgendeine Ebene durch 6 und 8 Durch die Kollineation ldsst sich
ky43(8126) in 84’3’6 uiberfithren, daher k,(18)nk;(26)=(Ap3,Ap,2) (in Fig.1 mit
(23)1 bezeichnet) in k3 (84)nk,(63)=3H"=(—1,—p % —p), ebenso |23|1 in
|34|11, Diese Punkte liegen auf zwei Kollineationsstrahlen, daher: Die Geraden
(233 (34" und 123|Y134|"in ¢llgehen durch Z.

5. Das unsymmetrische dual-archimedische Polyeder IT von I’

5.1. Gestalt von II. Die Polaritit an einer Kugel » um M fiihrt I7 in ein Polyeder /7
iiber. In Figur 2 ist /7 in derselben Art dargestellt wie /T in Figur 1; beide Figuren
besitzen dieselben Symmetrieeigenschaften. Als Kugel » ist in Figur 2 die Kugel
gewihlt, die die Dreiecksebenen von I7 beriihrt; nach (15) ist ihr Radius
p3=pt/ V'3 . In der Polaritit entspricht dann

a) jedem Dreieck 4, oder 4; von IT sein Mittelpunkt; dessen Koordinaten folgen
aus (2), (9), (10). In Figur 2 erscheint er als Schwerpunkt des Bildes von 4, oder 45
in Figur 1. Von jedem dieser Punkte gehen drei Kanten von /7 aus;

b) einem Quadrat 44, von II, in der Ebene x,=+1 liegend, der Punkt mit
Xp==t p%/p4= T p‘2/3 auf der x,-Achse. Diese 8 Ecken von I7 sind in Figur 2
durch Ringe hervorgehoben. Von ihnen gehen je 4 Kanten von /7 aus.
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IT ist von 24 kongruenten Fiinfecken begrenzt; jedes besitzt eine Symmetrieachse.
Eines ist in Figur 2 mit IIIIIIIVV bezeichnet. Man findet

T‘"=W Vp +Vp /3, ILU=ILIV=IV,Vv=2V7/3,
ILV=2Vp1/3 . (30)

5.2. Inzidenzen im Kantensystem von I1. Die Polaritit an x fiihrt die Verbindungs-
ebene [uv] komplanarer Kanten von /7 in den Schnittpunkt der entsprechenden
Kanten k ,k, von IT uber; dieser sei mit (uv) bezeichnet. In Figur 2 tragen k und
k, einen gegen (uv) gerichteten Pfeil. Aus der Ebene eines ebenen Vlerkantenzuges
von IT und aus der Ebene [34], gegeben durch (21) und (22), erhilt man (beim
gewihlten Radius von x)

—l -2 -2 -1 -4
ai=n=an=(G3.5),  en=(-L- -2 20). o

Aus den Ebenen [23]" und [34]", gegeben durch (23) und (24), folgt

-1 -3 -3 -1 -3
23 “=(p r_ P ) H=(_!L _r _1_’__)
@y=(E B ), (-2, 20 20 ()

In Figur 2 sind jene Punkte {(uv) bezeichnet, die zu den in Figur 1 mit (uv)
bezeichneten Punkten gehoren.

Die Punkte (23)!=... bilden den abgestumpften Wiirfel, der aus I7 durch die
Streckung aus M mit dem Faktor p=2/3 hervorgeht. Wie in 3.3 findet man: Die
Punkte (23)! bilden ein symmetrisches Polyeder, hingegen {34)! und (34)! je ein
unsymmetrisches Polyeder von I'. Die Koordinaten der Ecken verhalten sich, ab-
gesehen von Reihenfolge und Vorzeichen, bei I7 (23)! wie 1:p:p?, bei IT {34)!
wie 1:p?:p3, bei I7(23)1 wie 1:1:p? bei IT1{34)" wie 1:p?:p*. Daraus folgt
iibrigens: 7 (34)" und 17 {34)! sind dhnliche Polyeder. Fritz Hohenberg, Graz
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As an extension of the familiar estimate
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a+—a—>2 (@>0,a#1),
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