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18 Aufgaben

Aufgaben

Aufgabe 834. Zu gegebenen m,je N bezeichne N (j,m) die kleinste natiirliche Zahl n,
fir welche

n m
2 D ik
i=lk=1

gilt. Man bestimme

gum im ML)
Jj—= N(l’m)

J. Dankert, Magdeburg, DDR
W. Moldenhauer, Rostock, DDR

Losung: Wegen der Formel fir die endliche geometrische Reihe haben wir
n m n—1 n
2 D ik=m+ Y i =Y imi— 1), (1)
i=lk=1 i=1 i=2

Mit der Eulerschen Konstanten y und mit é (m):=» % ,i~"(i— 1)~ ! fiir me N setzen
wir

n—1
cp=2, i~ 1=logn—y, d,(m:=Y i"m@i-1)""1,; (2)
=

i>n
es ist ¢,= 0 (n™ "), d,(m)=0(n"") bei n— oo, letzteres sogar gleichmissig in m. Aus

(1), (2) und der Definition von N (j,m) erkennt man sofort bei festem m: Ist j— o,
so auch N (j,m)— co. Nun ist mit N:= N (j,m)

m+logN+y+cy—0 (m)+dy(m)=j 3)
und weiter: Ersetzt man hierin N durch N—1, so wird die entstehende linke Seite
<j. Also ist N/exp(j—m—y+6(m)) =exp(—cy—dy(m)) =1—(c/N) mit einer
geeigneten Konstanten ¢>0, die unabhingig von m gewihlt werden kann; hieraus
folgt fiir alle grossen j

N(j,m)=exp(j—m—y+d(m)) -,

wobeli ¢’>0 wieder unabhidngig von m wihlbar ist. Genauso schliesst man aus der
zu (3) analogen Ungleichung mit N —1:

N(j,m)<exp(j—m—y+d(m)) +c”,
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also
N(j,m)=exp(j—m—y+d(m)) +0(1) 4)

bei j— oo, wobei die O-Konstante unabhingig von m genommen werden kann.
Insbesondere folgt g,,= e fiir alle me N aus (4).

P. Bundschuh, K6ln, BRD

Weitere Losungen sandten P. Hajnal (Szeged, Ungarn), W. Janous (Innsbruck, A),
L. Kuipers (Mollens VS), Hj. Stocker (Widenswil).

Aufgabe 835. Es seien q;(i=1,...,n) und m natiirliche Zahlen. Unter a,.l/’" werde
die positive Losung der Gleichung x™=aq; verstanden. Man beweise oder widerlege
folgende Aussage: Sind die Zahlen a}/’" siamtlich irrational, so ist auch
§i= a{/"’-i— s +a,1,/'” irrational.

P. Mihailescu, Ziirich

Losung des Aufgabenstellers (Bearbeitung der Redaktion): Angenommen, es sei
s=g/r mit natiirlichen teilerfremden g,r. Sei k der Grad des charakteristischen
Polynoms von a:=al/™, d.h. der kleinste Teiler von m derart, dass eine natiirliche
Zahl b existiert mit a = b!/*. Schreiben wir

a=s— 3 al/m, (1)

so sehen wir, dass - gemaiss der rechten Seite von (1) - a Nullstelle des folgenden
Polynoms f(x) e Z [x] ist:

n—1
f@=rm THo=0~', aiime, | @

wobei sich das Produkt iiber alle ganzzahligen Vektoren (v)=(v,...,v,_;) mit
0<v;<n—1 erstreckt, und w,=exp(2nil/m), 0<i<m—1 ist. (Dies folgt durch
wiederholte Anwendung der Formel fiir ein Polynom iiber Z, dessen eine Nullstelle
die Summe zweier durch ihre charakteristischen Polynome gegebenen algebraischen
Zahlen ist. Der Faktor /' sorgt dafiir, dass die Koeffizienten von f ganzzahlig
sind.) Andererseits ist das charakteristische Polynom von a gleich x*— b, und daher
ist x*— b ein Teiler von f. Es existieren also k ganzzahlige Vektoren

)=, ...,V,_) derart, dass

k n—1
xk—b=r1] {(s—x)—- 2 a;/'"aﬂ;}. 3)
j=1 =1 !

a ist Nullstelle dieses Produktes, und man darf sich die Numerierung so gewé#hlt
denken, dass a gerade die erste Nullstelle ist, d.h. (v')=(0,0,...,0). Durch Vergleich
der Koeffizienten von x*~! in (3) ergibt sich nun
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ks—nz—:,1 (i w‘,/> al/msk=0. “

t=1 \y=1 !
Andererseits ist der Absolutbetrag der linken Seite von (4), wie man leicht mit Hilfe
der Dreiecksungleichung verifiziert, grosser oder gleich

n—1
k(s—— > a}/’")=ka >0,
j=1

im Widerspruch zu (4). Somit ist s irrational.

LITERATURVERZEICHNIS

A.S. Besicovitch: On the linear independence of fractional powers of integers. Proc. Lond. Math. Soc.
15 (1940).

Aufgabe 836. Gesucht ist die Konstruktion der Verbindungsgeraden zweier weit
entfernter Punkte in der euklidischen Ebene mit eingeschrinkten Konstruktions-
hilfsmitteln. Zur Verfiigung stehen ein gerades Lineal mit der festen Linge L und
ein Zirkel mit fest eingestelltem Radius R< L.

W. Gamerith und P. Schopf, Graz, A

Losung der Aufgabensteller:

1. Konstruktion eines Parallelogramms, so dass A4, B gegeniiberliegende Eckpunkte
sind: Mit dem Zirkel konstruiere man, ausgehend vom Punkt 4, eine Parkettierung
der Ebene mit gleichseitigen Dreiecken. Auf dem Kreis mit Mittelpunkt 4 liegen
6 Punkte.

Betrachtet man die von 4 aus durch diese 6 Punkte laufenden Halbgeraden, so
zerlegen diese die Ebene in 6 Sektoren. Liegt nun B auf einer dieser Halbgeraden,
so ist man fertig. Andernfalls liegt B in genau einem der Sektoren, begrenzt durch
die Halbgeraden A,, h,.

B liegt ferner in einem abgeschlossenen Dreieck D der Parkettierung. Nun
konstruiert man durch B gehende Parallelen zu 4, bzw. h,; dies geschieht wie folgt:
Man wihle einen Eckpunkt von D. Durch diesen lduft vermoge der Parkettierung
je eine schon konstruierte Parallele zu &, bzw. h,. Diese seien A1, hj.

Die Parallele durch B zu A lasst sich leicht konstruieren: Man betrachte eines der
beiden durch Translation parallel zu h; aus D hervorgehendes, D in einem Punkt
berithrendes Dreieck D’

In D’ konstruiert man den analog zu B liegenden Punkt B’ mit den zuldssigen
Konstruktionsmitteln.

Die Entfernung BB’ betrigt R, somit sind die beiden Punkte verbindbar, und die
Strecke ist geradlinig verlingerbar, bis sie A, schneidet. Analog wird die Parallele zu
h, konstruiert und damit das gesuchte Parallelogramm gezeichnet.

2. Mit dem Zirkel werden die beiden von A4 ausgehenden Seiten des Parallelo-
gramms in Richtung auf ihren Schnittpunkt hin gleich oft halbiert, bis man mit den
Halbierungspunkten ein dem urspriinglichen dhnliches Parallelogramm zeichnen
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kann, dessen lingere Diagonale kleiner als L ist. Die Verlingerung dieser Diagonale
ist die gesuchte Verbindungsgerade.

Weitere Losungen sandten L. Kuipers (Mollens VS) (2 Losungen), O.P. Lossers
(Eindhoven, NL), M. Sattler (Freiburg, BRD), Hj. Stocker (Wadenswil).

Neue Aufgaben

Die Losungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben in Maschinenschrift
erbeten bis 10. August 1981 an Dr. H. Kappus. Dagegen ist die Einsendung von
Losungen zu den mit Problem...A,B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin
gebunden.

Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungelost: Problem 601 A (Band 25,
S.67), Problem 625B (Band 25, S.68), Problem 645 A (Band 26, S.46), Problem
672 A (Band 27, S.68), Aufgabe 680 (Band 27, S.116), Problem 724 A (Band 30,
S.91), Problem 764 A (Band 31, S.44).

Aufgabe 853. Gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n ein Quadrat in der kartesischen

Ebene, das keine Gitterpunkte auf dem Rand und genau n Gitterpunkte im Inneren
enthalt?

J. Binz, Bolligen

A. Bussard, Langenthal

Aufgabe 854. Die n-fache Summe

X & % k"' kit ky 7! ki+ky+ - +k,\"!
22 2G) (7)) (TR e

2 2

ist geschlossen auszuwerten.
1. Paasche, Miinchen, BRD

Aufgabe 855. Es sei ¢ eine reelle Zahl mit 0<z<1. Einer beliebigen (reellen oder
komplexen) Nullfolge (a,) werde die folgendermassen definierte reelle Zahl k ((a,))
zugeordnet: Nach Wahl von ¢ >0 bezeichne N ((a,),¢) die kleinste der natiirlichen
Zahlen m mit der Eigenschaft

nzm=|a,| <e.

Dann sei
1 N((an)’g) .

k(@)= lim o)

Man zeige: Zu jedem A€ [0, 1] existieren Nullfolgen (a,) mit k ((a,)) = 4.
H. Kappus, Rodersdorf
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Aufgabe 856A. Es sei M={P,,...,P,} eine Menge von n Punkten in einer Ebene.
Bezeichnet d(P;, P;) die euklidische Distanz von P;, P;, so gelte

d(P;, P))#d(Py, P)= |d (P, P)—d(Py, P)| >¢. )

Dann lasst sich fiir den Durchmesser 6 (M):=max {d (P, P); 1<i,j<n} die Ab-
schitzung

5 (M)> C,n2/3 Q)

gewinnen. Lisst sich (2) verschirfen?
P. Erdos

Literaturiiberschau

S. Lang: Algebraische Strukturen. Moderne Mathematik in elementarer Darstellung, Band 18, 194
Seiten, DM 19.80. Vandenhoeck & Ruprecht, Gottingen 1979.
Unter dem Titel «Algebraic Structures» hat S. Lang eine von Studienanfingern gerne benutzte
Einfiithrung in die Algebra geschrieben, die besonders besticht durch ihre Kiirze und Konzentration auf
das Wesentliche. Mit dem vorliegenden Buch bringt der Verlag Vandenhoeck & Ruprecht einen Auszug
in deutscher Sprache heraus. Zugleich hat der Autor noch zwei zusitzliche Kapitel fiir diese deutschspra-
chige Version beigesteuert. Auf diese Weise ist nun ein idealer Begleittext fiir die Anfingervorlesung in
Algebra entstanden, der dusserst behutsam an die abstrakten Begriffsbildungen heranfiihrt. Dies gelingt
dem Autor durch bewusst gewdhlte Beschrinkungen, die er konsequent durch das ganze Buch hindurch-
zieht. So wird zum Beispiel die Galoistheorie nur auf Teilkdrpern von C entwickelt, und statt der sonst
iiblichen Ausweitungen werden zahlreiche elementare Beispiele mitgeteilt. Bemerkenswert ist
auch das Kapitel iiber endliche Kérper, in dem wesentlich mehr als nur die Existenz solcher Kérper
behandelt wird und das zum eigens fiir die deutschsprachige Ausgabe geschriebenen Teil des Buches
gehort.
Aufbau und Inhalt gehen unmittelbar aus den Kapiteliiberschriften hervor: 1. Die ganzen Zahlen.
2. Gruppen. 3. Ringe. 4. Polynome. 5. Korpertheorie. 6. Endliche Korper. 7. Lineare Gruppen.
Dieses Buch diirfte eine echte Liicke in der bestehenden Einfiithrungsliteratur zur Algebra schliessen,
weil es viel mehr als andere Werke auf die Bediirfnisse des Anfingers in der Algebra zugeschnitten ist.
Erfreulich ist auch die Tatsache, dass der Verlag durch Verwendung des Offsetverfahrens das Buch zu
einem echten Studentenpreis herausgebracht hat. Die vorziigliche Ubersetzung besorgte B. Artmann.

M. Jeger

A. Schlette und 1. Weidig: Grundbegriffe der Algebra. 200 Seiten, DM 19.80. Klett-Studienbuch. Klett,
Stuttgart 1978.

Das vorliegende Biandchen kann als algebraischer Vorkurs bezeichnet werden. In leicht lesbarer Manier
und moderner Termipologie werden Begriffe wie Verkniipfung, Gebilde, Morphismus bis hin zur
Gruppe erklart. Schliesslich werden ein paar ausgewihlte Gruppenklassen erldutert. Etwa ein Viertel des
Buchumfangs ist einem Exkurs in die Ring- und Koérpertheorie gewidmet. Unter Ring wird dabei stets
Ring mit Eins verstanden. Der Text ist iiberall aufgelockert mit manchmal schulbuchartig anmutenden
Aufgaben und Beispielen. Die Losungen der Aufgaben findet man im Anhang. Unangenehm und fiir
einen gleichmissigen Lesefluss hinderlich sind die tiberdurchschnittlich vielen Stellen, an denen auf
frihere Ergebnisse oder Beispiele verwiesen wird. Lobenswert ist die Tatsache, dass diejenigen Details,
die in andern Biichern mit «wie man leicht zeigt» abgetan werden, hier ausfiihrlich dargestellt sind.

Dem Studenten, der sich vor dem Anhéren einer Algebravorlesung in die Grundbegriffe einlesen
mochte, aber auch dem aktiven Lehrer, der sein Hintergrundwissen auffrischen will, kann das Buch
praktische Hilfe werden. C. Niederberger
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