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Aufgaben 17

A (2) is isometrically isomorphic to C. Hence, A4 (z) contains a nonzero idempotent e
corresponding to 1 in C. Since e?=e, ede is a subalgebra of A4 with e as identity. By
the assumed norm condition, {e|| =1 and |fexe| = | x| for all xe A. Thus the map
x->exe is a linear isometry of A onto ede and ede has a ‘multiplicative norm’.
It follows by theorem 1 that ede is isometrically isomorphic to C. Now 4 and C are
isomorphic as vector spaces, and for xe A, x#0, we have | x?| = | x| 2>0. There-
fore, applying lemma 2, 4 has an identity, and the result follows from theorem 1.
R.S. Doran, Texas Christian University, Fort Worth, USA
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Aufgabe 816. a,a,,...,a, seien gegebene positive Zahlen und O<r<1. Die Folge
(a,) sei durch die Rekursionsformel

a,=@,_1+a,_,+---+a,_,), n>s

bestimmt. Man beweise die Konvergenz von (a@,) und bestimme ihren Grenzwert.
E. Trost, Ziirich

Solution: This problem is solved by applying the following more general

Theorem. Let g:RX — RX (where RX denotes the positive octant in R¥) be increasing
with respect to each of its arguments. Suppose that the function f:R,— R, defined
byf(x):=g(x,x,..., x) is continuous and satisfies

S(x)>x for O0<x<a, f(x)<x for x>a,

Jor some a > 0. Let the sequence (a,) satisfy a,> 0 (n=0,...,k—1) and

i k=8 k—15.--,ap) (n=0,1,..).
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Then a,—a (n— o).
Proof: Define b,:=min S, ¢,:=max S,, where
Spi={kp -, pn1k-1,0} -

Then one finds successively

akn+k=g(akn+k— 1s --wakn)zf(bn)2 bn,

Apnt2k-12f(b)=b,
and hence
bn+12f(bn)2bn'

Notice that f is increasing so that a >f(b,). We conclude that f#:=1imb, exists.
By the continuity of f we must have f(§)=f and hence f=a. Similarly one finds

Cr1sf(c)=<c,

and hence y := lim ¢, exists and satisfies y =f(y), that is y =a. Since
b,<ay,,;<c, (G=0,....,k—1)

it follows that a,—a (n— o).

Application to the problem: Take g(x;,x;,...,x)=(x;+--- +x,) in the theorem.
The convergence of the sequence (a,) then follows and the value of the limit a
follows from a = (sa)’, i.e.

a= Sr/(l -r)
O.P. Lossers, Eindhoven, NL

Weitere Losungen sandten P. Bundschuh (Kéln, BRD), P. Erdos, J. Fehér (Pécs,
Ungarn), A.A. Jagers (Enschede, NL), M. Kaletsch und H.B. Sieburg (Koln,
BRD), L. Kuipers (Mollens VS), R. Unsin (K&ln, BRD), H. Walser (Frauenfeld),
K. Witsch (St. Augustin, BRD), R. Wyss (Flumenthal).

Aufgabe 817. Man bestimme alle Polynome f mit komplexen Koeffizienten,

welche der Gleichung f(x)f(— x)=1(x?) geniigen.
J. Binz, Bolligen
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Losung des Aufgabenstellers: Aus der Gleichung erhilt man unmittelbar:

(1) Mit u ist auch u? eine Wurzel von f.

(2) Mit u ist auch mindestens eine der Zahlen V' u, —\/u eine Wurzel von f.
(3) fist normiert.

(4) Mit f,,f; ist auch f,f, eine Lésung der Gleichung.

Iteriert man (1) und (2), so miissen wegen der Endlichkeit der Wurzelmenge
periodische Wurzelfolgen entstehen. Da dies fir |u|>1 und O< |u| <1 nicht der
Fall ist, muss u=0 oder |u] =1 gelten. Ist |u| =1, so muss es ein kleinstes / mit
u?=u? (j>i>0) geben; u ist also notwendigerweise eine n-te Einheitswurzel. Wir
bestimmen nun die zuldssigen Wurzeln # und zu jedem solchen u die Menge W,
der aus u durch Iteration von (1) und (2) erzeugten Wurzeln. Zu jedem u geben
wir ein Polynom f, an, das genau die Elemente von W, als einfache Wurzeln
hat. Mit (4) erhalten wir schliesslich aus den f, die allgemeine Losungsschar.

Doch zuvor beweisen wir einen

Hilfssatz. v=exp (iy,) mit Yo=kqn /n, (ko n)=1, ko ungerade, ko<2n—1 kann
nicht Wurzel von f sein.

Beweis: Andernfalls wire nach (2) eine der Zahlen wi{=kyn/2n oder w7
=(ko+2n)n/2n, also eine Zahl der Form w,=k,7/2n mit (k,n)=1, k, ungerade,
k,<22n—1, ebenfalls Argument einer Wurzel. Iteration von (2) ergibe eine
unendliche Folge verschiedener Wurzeln.

Wegen des Hilfssatzes scheiden bereits alle n-ten Einheitswurzeln # 1 mit geradem
n aus: Das Argument y=2mn/n mit m<n lisst sich jedenfalls auf die Form
w=2m'n/n’ mit ungeradem m’ und geradem n’ bringen. Nach (2) ist eine der
Zahlen m’'n /n’ oder (n’+ ') n /w’ Argument einer Wurzel, was aber fiir beide dank
dem Hilfssatz ausgeschlossen ist. Alle noch verbleibenden Wurzeln sind zulissig.

Ist u=0, so Wy={0} und f; (x)= —x.

Fir u=1 liefert (1) keine weitere Wurzel, (2) ausser 1 hochstens noch —1 mit
dem verbotenen Argument z. Somit ist W= {1} und f} (x)=1—x.

Sei jetzt u eine n-te Einheitswurzel #1 mit ungeradem n>3, ihr Argument ist
w=2mn/n, 0<m<n. Um Wiederholungen zu vermeiden, setzen wir (m,n)=1
voraus. Wegen (2,n)=1 gilt 2¢™=1 (mod n). In der primen Restklassengruppe P,
erzeugt 2 eine Untergruppe U, der Ordnung k,, k,| ¢ (n); wir setzen y (n)/k,=d,.
Es gilt me P, fiir jedes zulidssige m. Wir wihlen m;=1 aus U, und my,my,...,my
aus verschiedenen Nebenklassen von U, aus. Jedes der Argumente y,=2m;n /n,
i=1,2,...,d,, gibt vermdége (1) Anlass zu k, verschiedenen Argumenten
2y ,2%y,...,2%y,;=y, (hier und im folgenden sind alle Argumente ins Intervall
10,2 n[ reduziert zu denken). (1) liefert daraus keine neuen Werte; (2) fithrt von
2'y; auf das schon gezihlte 2"~ 'y, oder auf 2"~ 'y, +n=Q'm;+n)n/n=sn/n
mit ungeradem s, was nach dem Hilfssatz nicht in Frage kommt. Ist u; die zu y;,
gehorende Einheitswurzel, so erhalten wir d, disjunkte Wurzelmengen W,
={u,u?,...,ufn"1}, i=12,...d, und d, Polynome f,;(x)=

(= x) = x) -+ (bn™ 1= x).
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Alle Polynome fy,f1,f, ; erfullen offensichtlich die gegebene Gleichung. Somit ist
nach (4) deren allgemeine Losung

, d
F=Ief I I
v=1][=

2v+ Li» rO’rl’Sv,iENU{O}'

Weitere Beitrige sandten L. Carlitz (Durham, USA), A. Fort (Padova, I), A.A.
Jagers (Enschede, NL), L. Kuipers (Mollens VS), O.P. Lossers (Eindhoven, NL),
R. Unsin (Kéln, BRD), K. Witsch (St. Augustin, BRD), R. Wyss (Flumenthal).

Aufgabe 818. G,, bezeichne die additive bzw. die multiplikative Gruppe aller bzw.
aller reguliren komplexen (m,m)-Matrizen, Z, die multiplikative Gruppe der
komplexen zyklischen Matrizen

ay a, an—|
ap-1 Qo an-2
a, a, ap

Man bestimme alle stetigen Losungen F: G,,— Z, der Funktionalgleichungen

F(X+Y)=F(X)F(Y) mit F(0)=E, und

F(T"'XT)=F(X) furalle xeG,, und allereguliren T 1
bzw.

F(XY)=F(X)F(Y) mit F(E,)=E, @
E, . E, bezeichnen jeweils die Einheitsmatrix. H. Kappus, Rodersdorf

Losung des Aufgabenstellers: Es sei

So(X) S1(X) o i (X
fn-—l(X) fO(X) : ’ ' fn-Z(X)
FX)=|- - - - « « « « . .
S[i(X) 2 (X) o fo(X)
mit f; : G,,— C. Mit Hilfe der n-ten Einheitswurzeln
ev=exp2mv, v=0,...,n—1
n
bilden wir die Funktionen

n—1
wv(X):=k§Oe':ﬁc(X>, v=0,...,n—1. A3)
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Dann gilt bekanntlich

F(X)=Udiag(9o(X),...,p,—1(X)) U™, wobei U=(¢}).

F ist also genau dann eine Losung von (1) bzw. (2), wenn die Funktionen
¢, den Funktionalgleichungen

¢ Xt N=9X)p(Y) )

mit den entsprechenden Anfangs- und Invarianzbedingungen geniigen. Die
Losungsmengen von (4) sind wohlbekannt (siehe z. B. [1], S.242):

¢V(X)=3XP(Cv‘ trX)’ chC (5)
(tr X bezeichnet die Spur der Matrix X) bzw.
¢, (X)=|detX|% oder ¢,(X)=sgn(detX)|detX|, c,eC. (6)

Zwecks Aufldsung von (3) nach den f; multiplizieren wir (3) mit ¢! und summieren
iiber v=0,...,n— 1. Unter Beachtung von

nilekev—{"’ falls j+k=0 (modn)
ve;— 0
v=0 ’

sonst
ergibt sich

2nivk
n

] n—1
feO=—-3, exp(— ) 0,(X),  k=0,..n—1. %)
v=0

Damit sind alle stetigen Losungen von (1) bzw. (2) gefunden.

LITERATURVERZEICHNIS

1 J. Aczel: Vorlesungen iiber Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen. Basel 1961,

Eine weitere Losung sandte M.L.J. Hautus (Eindhoven, NL). Er zeigt, dass die
allgemeine Losung von (1) bzw. (2) in der Form

FX)=exp{(trX)4}, AeZ,

bzw.
F(X)=exp{(logdetX)4}, AeZ,, erid=F

darstellbar ist.
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Neue Aufgaben

Die Losungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben in Maschinenschrift
erbeten bis 10. August 1980 an Dr. H. Kappus. Dagegen ist die Einsendung von
Losungen zu den mit Problem ... A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin
gebunden.

Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungeldst: Problem 601A (Band 25,
S.67), Problem 625B (Band 25, S.68), Problem 645A (Band 26, S.46), Problem
672A (Band 27, S.68), Aufgabe 680 (Band 27, S.116), Problem 724A (Band 30,
S.91), Problem 764A (Band 31, S.44).

Aufgabe 834. Zu gegebenen m,jeN bezeichne N (j,m) die kleinste natiirliche
Zahl n, fiir welche

n m
2, Yikz)
i=lk=1
gilt. Man bestimme

NG+1,
J— oo N (19 m)
J. Dankert, Magdeburg, DDR
W. Moldenhauer, Rostock, DDR

Aufgabe 835. Es seien a; (i=1,...,n) und m natiirliche Zahlen. Unter a!/m werde
die positive Losung der Gleichung x™=a, verstanden. Man beweise oder widerlege
folgende Aussage: Sind die Zahlen a!/™ simtlich irrational, so ist auch
si=al/m+ ... +al/irrational.

P. Mihailescu, Ziirich

Aufgabe 836. Gesucht ist die Konstruktion der Verbindungsgeraden zweier weit
entfernter Punkte in der euklidischen Ebene mit eingeschriankten Konstruktions-
hilfsmitteln. Zur Verfiigung stehen ein gerades Lineal mit der festen Linge L und
ein Zirkel mit fest eingestelltem Radius R< L.

" W. Gamerith und P. Schopf, Graz, A
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Der Band enthilt die gesammelten Arbeiten einer internationalen Tagung mit dem oben erwihnten
Titel, welche im Jahre 1976 in Freudenstadt, BRD, stattfand. Abstrakt kann das Hauptthema der
Tagung, die optimale Rekonstruktion von Funktionen, wie folgt beschrieben werden: Fiir eine
unbekannte Funktion f aus einer gegebenen Funktionsklasse soll aus einer zur Verfiigung stehenden
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