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14 Kleine Mitteilungen

K est compact et convexe, mais toute courbe € avec k(6)=2K est de longueur
infinie. Si

K= {(xl,xz,...)lz]j'mszs 1} ,

il existe € de longueur finie avec k(€)= K. En plus, on peut démontrer que si
K est convexe compact et € de longueur finie avec k(€)= K, alors il existe
une courbe minimale. Cela se fait comme dans le § 3. Il faut simplement montrer
que si {€,} est une suite minimale de courbes, alors U,°C ¢, est relativement com-
pacte. H. Joris, Genéve
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Parabeln mit gemeinsamem isotropem Kritmmungskreis

Nach Kickinger [2] liegen die Brennpunkte der Parabeln mit gemeinsamem
Krimmungskreis k auf einem Kreis, der £k im Oskulationspunkt von innen
berithrt und dessen Durchmesser gleich dem halben Radius von k ist. Im fol-
genden zeigen wir, dass dieser Sachverhalt sinngemiss auch in der isotropen
Geometrie zutrifft.

1. Wir gehen von einem isotropen Kreis j aus, dessen Darstellung 0.B.d.A.zu

72

y=Tl'1+ “i‘l’z (1)

gewihlt sei, wobei r),r, linear unabhingige reelle Vektoren sind und 7 ein reeller
Parameter von j sei. Der Vektor r, gibt dabei die isotrope Richtung der sich -
im Sinne von F. Kleins «Erlanger Programm» - auf die Gruppe Gs der isotropen
Ahnlichkeiten stiitzenden isotropen Ebene an. Fiir eine Einfiihrung in die isotrope
Geometrie sei auf die elementare Darstellung von Strubecker [4] verwiesen.

Im affinen Koordinatensystem {o; r;,r,} haben wir gemiss (1) fir das j im Punkte
7=0 oskulierende Kegelschnittnetz

x3+ax3+28x,x,—2x,=0, a,BeR, Q)

dessen Parabeln P (B) sich fiir a = #? ergeben.
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2. Unter den (eigentlichen) Brennpunkten eines Kegelschnittes x versteht man nach
Berwald [1] jene endlichen Punkte von x, deren Kegelschnittstangenten isotrop
sind. Demnach besitzen allgemeine Parabeln, die den durch r, (auf der Fern-
geraden) bestimmten absoluten Punkt nicht enthalten, genau einen Brennpunkt.
Seine Verbindungsgerade mit dem Parabelfernpunkt wird als Hauptachse bezeich-
net [4].

3. Nach (2) gilt fir den Brennpunkt F(f) einer allgemeinen Parabel P(f) die
Darstellung

1
fB)= 7,3_2(/)"'1'*"'2)-

Daraus folgt - analog zum genannten Resultat von Kickinger [2]:

Die Brennpunkte von allgemeinen Parabeln mit gemeinsamem isotropem Kriim-
mungskreis liegen auf einem isotropen Kreis 6, der durch Zentralstreckung mit
dem Modul 1 /4 in den isotropen Kriimmungskreis iibergeht.

Wihrend im Euklidischen die Achsen von Parabeln mit gemeinsamem Kriim-
mungselement nach Laurenti [3] eine Steiner-Zykloide einhiillen, gilt hier (ein-
facher):

Die Hiillkurve der Hauptachsen der Parabeln mit gemeinsamem isotropem Kriim-
mungskreis ist ein isotroper Kreis, der durch Zentralstreckung mit dem Modul —2
in den isotropen Kriilmmungskreis j iibergeht.

Dieses sich unmittelbar ergebende Resultat lidsst sich insofern erweitern, dass man
jene Punkte X (#) der Hauptachsen betrachtet, die vom Brennpunkt F(8) den
festen Abstand A besitzen. Wegen

b

x(B)=f(B)+ 5

(—Bri+r)

liegen sie auf einem isotropen Kreis 7(4), der aus § durch Schiebung hervorgeht.
Lisst man /A variieren, so folgt ohne Miihe:

Der isotrope Hiillkreis der Hauptachsen der Parabeln mit gemeinsamem isotropem
Kriimmungskreis ist auch Hiillkreis jener isotropen Kreisschar I(A), die Ort der-
Jjenigen Punkte X (B) der Hauptachsen ist, welche vom Brennpunkt F(f) den Abstand
A besitzen. J. Tolke, UFBa Salvador, Brasilien
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An application of idempotents in the classification of complex algebras

As is well known, the complex numbers C form a complex algebra with identity sat-
isfying |xy| = |x| - |y| for all x and y in C. A proof of the following characteriza-
tion can be found in many of the books which treat Banach algebras (see for ex-
ample [2], p. 40, [4], p.39, [5], p.311).

Theorem 1. A complex normed algebra A# {0} with identity satisfying |xyl|
= || x| - |yl forall x,ye A is isometrically isomorphic to C.

The purpose of this expository note is to show, by an elementary argument using
idempotents, that the assumption of an identity element can be dropped. This fact
is not new (see [1], [3]) but it apparently is not well known and has yet to be included
in a textbook treatment of Banach algebras.

The first lemma handles the case when 4 is commutative.

Lemma 1. Let A# {0} be a commutative complex normed algebra satisfying | xy|
= ||x| - |yl forall x,ye A. Then A is isometrically isomorphic to C.

Proof: By the assumed norm condition 4 has no zero divisors. Let B=A4\{0} and set
T=A X B. Since A is commutative we may form the quotient field

D={a/b:(a,b)e T}, with the operations a/b+c/d:= (ad+bc)/bd and (a/b)(c/d)
:=ac/bd. If be B, then b /b is the identity element for D.

If AeC, a/beD, define A(a/b):=Aa/b and |a/b|’:=|al/Ibl. Then (D,| |’) is
a normed algebra with identity satisfying the hypothesis of theorem 1, and hence D
is isometrically isomorphic to C. Now, the map y:4 — D defined by v (x)=xb/b is
clearly an isometric algebra homomorphism. To see that y is surjective, let 1b/be D
for A& C, and let x e B. Since D~C, y (x)=xb /b= ub /b for some nonzero ucC. The
element (A/u)x in A then maps onto Ab/b under y. Hence v is an isometric isomor-
phism of A onto D~C.

Lemma 2. If A is a complex algebra without nonzero nilpotents of order 2 such that A
is isomorphic to C as a vector space, then A has an identity.

Proof: Since A4 is a one-dimensional vector space over C, if x is a nonzero element of
A, then 4=Cx. By hypothesis x2#0, so 4A=Cx?2 i.e., there is a nonzero ieC such
that Ax2=x. Let e= Ax and note that e is idempotent. If ae 4, then a=ue for some
ueCand ea=a=ae.

We are now prepared to prove theorem 1 for algebras which may not possess an
identity.

Theorem 2. Let A # {0} be a complex normed algebra satisfying | xy| = x| - Iyl for
all x,ye A. Then A is isometrically isomorphic to C.

Proof: Let z be a nonzero element in 4, and let A(z):={D " 4;7:neN",
Ag---»4,€C} denote the commutative subalgebra of A4 it generates. By lemma 1,
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A (2) is isometrically isomorphic to C. Hence, A4 (z) contains a nonzero idempotent e
corresponding to 1 in C. Since e?=e, ede is a subalgebra of A4 with e as identity. By
the assumed norm condition, {e|| =1 and |fexe| = | x| for all xe A. Thus the map
x->exe is a linear isometry of A onto ede and ede has a ‘multiplicative norm’.
It follows by theorem 1 that ede is isometrically isomorphic to C. Now 4 and C are
isomorphic as vector spaces, and for xe A, x#0, we have | x?| = | x| 2>0. There-
fore, applying lemma 2, 4 has an identity, and the result follows from theorem 1.
R.S. Doran, Texas Christian University, Fort Worth, USA
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Aufgaben

Aufgabe 816. a,a,,...,a, seien gegebene positive Zahlen und O<r<1. Die Folge
(a,) sei durch die Rekursionsformel

a,=@,_1+a,_,+---+a,_,), n>s

bestimmt. Man beweise die Konvergenz von (a@,) und bestimme ihren Grenzwert.
E. Trost, Ziirich

Solution: This problem is solved by applying the following more general

Theorem. Let g:RX — RX (where RX denotes the positive octant in R¥) be increasing
with respect to each of its arguments. Suppose that the function f:R,— R, defined
byf(x):=g(x,x,..., x) is continuous and satisfies

S(x)>x for O0<x<a, f(x)<x for x>a,

Jor some a > 0. Let the sequence (a,) satisfy a,> 0 (n=0,...,k—1) and

i k=8 k—15.--,ap) (n=0,1,..).
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