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Zur Definition des Fliacheninhalts in affinen Ebenen

1. Einleitung

Der Fliacheninhalt wird zumeist in euklidischen Ebenen definiert, was heraus-
kommt, ist aber schon mit affinen Begriffen formulierbar, etwa die Beschreibung
des Parallelogramminhalts durch die Determinante [1]. Es sind daher auch Axio-
mensysteme fiir den Fldacheninhalt in affinen Ebenen angegeben worden, so etwa
in [5], wo die aufgefithrten Axiome im wesentlichen Ubersetzungen der Forderun-
gen an die Determinante sind. Wir wollen hier von einem anderen Standpunkt
ausgehen, der etwa so motiviert werden konnte:

Der Flicheninhalt ist das Produkt von Lingen, das Teilverhiltnis bleibt bei affinen
Kollineationen invariant, es miissen also auch Verhiltnisse von Fliachen bei
affinen Kollineationen invariant bleiben.

Wir werden sehen, dass wir aus dieser Forderung in einer affinen Koordinaten-
ebene schon wesentliche Eigenschaften des Flicheninhaltes herleiten konnen, und
wir werden einen Zusammenhang mit Eigenschaften des zugrundeliegenden
Korpers herstellen. Ausserdem koénnen wir eine Bemerkung von Hilbert ([2],
S. 80) erldutern, nach der ein sinnvoller Inhaltsbegriff nur in den pappusschen
Koordinatenebenen moglich ist.

2. Geometrische Bewertung

Es sei (4, ®) eine pappussche affine Ebene, K der zugehorige Koordinatenkodrper.
I bezeichne die Menge der affinen Kollineationen von (4, @), d.h. die Menge
der Kollineationen, die sich als Produkt einer Translation mit einer linearen Ab-
bildung des K? darstellen lassen. Ferner sei 43:={4=(a,,a5,a3)¢ A%; {a;;a5.a;}=A}
die Menge der echten Dreiecke aus A.

Ist G eine abelsche Gruppe, so heisse ¢:43— G eine geometrische Bewertung (vom
Rang 3) von (4, ®), wenn gilt:

(A) Fird,, 4,eA3und aeWist g (4)) (¢ (4y)) “'=0 (4%) (¢ (4)) ~ .
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Ist 4=(ay,a,,as), so sei 4°=(a (a;), a(ay), a(a3)). Zur Abkiirzung fithren wir die
Abbildung

, {(A 0)’—G

W d) =0 (4y) - (9(4)) !

ein, die wir als Bewertungsverhdltnis bezeichnen werden.

Der elementare Flicheninhalt im R? erfiillt die Bedingung (A) mit G=R_ .

Aus der Invarianz des Bewertungsverhiltnisses lassen sich leicht einige Folge-

rungen herleiten, von denen einige uns vom elementaren Flicheninhalt her geliufig
sind:

(1) Ist y:(A3)*>— G ein Bewertungsverhdltnis, so gelten:
a) y (41,4;) - y (4, 43) =y (4,,45),
b) (v (4d1.4y) "=y (45, 4)).

(2) Es seien A=(ay,aya3)eA3, PcS; eine ungerade Permutation und A7:=

(@pqyap@yap@3). Dann ist w(4,48)=¢ mit e*=1, und ¢ hdngt nicht von P und
4 ab.

Beweis: Zu Pe S, finden wir Pe 9 mit 47 =A%, Ist a €91, so gilt
w (4,47 =y (4%, 47%) =y (42, 427 ' P0)),

_und als Permutation der Indizes stimmt P mit a~! Pa iiberein. Damit ist ¢ von 4
unabhingig, und es gilt fiir P, P, S;:

w (4,471 - w (4,4°2) =y (4, 4P1) y (4P1, 4PV P2y =y (4,471 P2).

Die Abbildung h: P— y (4,4%) ist also ein Homomorphismus. % ist der einzige
echte Normalteiler von &; mit abelscher Faktorgruppe. Der Index von 9; in &,
ist 2, daher enthilt die Faktorgruppe das gesuchte ¢.

Der folgende Satz zeigt, dass die geometrische Bewertung bei Scherung des
Dreiecks invariant bleibt.

(3) Esseiena;#ay, by#byund by, b, a,,a,.
Dann ist

@ (by,a1,a;) =9 (by,a1,a7) .
Beweis: Wegen (A) konnen wir in K? setzen: a;=(0,0), a,=(0,1) und b,=(1,0).
Dann gibt es ein k e K mit by=(1,k), und es gilt fir ¢ = (}( (1))‘

a(a))=ay,a(a)=aya (b))=b,.
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Mit,B=< (1) ?)und y=< Ilc ?) haben wir

a=7'ﬂ, ﬁz=y2=ld und ﬁ(al)=al=y(al)’ ﬁ(_1a1)=(1,1)’ ﬂ(lal)-——(—l’l)’
y(L,D)=(=1,k+1),y (—Lk+1)=(1,1). Ist char K#2, so sind 4=((0,0), (—1,1),
(1,1)) und 4*=((0,0), (1,1), (—1,k+1)) aus 43, und nach (2) ist y (4,4%)=¢
=y (A*aA*y) und damit fir Al 3=(b1,al,‘12)‘// ((blyal,aZ)a (bZaalaaZ))

=y d, B) -y (4], 4F)=y (4*,4%7) - y (4, 4%)=¢?=1.

Ist char K=2, so ist offenbar a=y, also y (4,,4%)=¢. In diesem Fall ist aber

10
stets schon ¢=1, denn seien y;= (k 1) i=1,2,3 und k;#k,, so gilt wie oben

Y3=7y1" yzbelk1+k2—k3unda~w(d A=y (4,472) - w (472,47 " "2)=¢g?,

(4) Ist a €U eine Translation, so gilt

¢ ()= (4.

Beweis: Wir kénnen die Translation in zwei Translationen zerlegen, deren Spuren
parallel zu zwei Dreiecksseiten sind. Seien also 4=(ay,a;,a3) und 4°=(b,,b,,b5)
mit al,az——bl,bz Wir setzen c¢=as,byn{a,|b,,b;). {azllbl,b3} ist die Parallele zu
a,a; durch a,. Nach dem kleinen Satz von Pappus ist dann a3,b,| ¢, b, und
mit (2) und (3) haben wir ¢ (a,,a,a3)=9¢ (a;,c,ay)=¢ (by,c,a3)=9 (b}, b,,a3)
=@ (b1, b3, b3).

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die Existenz einer Bewertung fiir den
Koordinatenkorper auswirkt. Dazu denken wir uns K als Gerade in (4, @) ein-
gebettet, und 4= (0, 1,e) e 4] sei ein ausgezeichnetes Dreieck.

(5) Ist y ein Bewertungsverhdltnis und bezeichne A4,=(0,x,e) fiir jedes xc K*:=
K\{0}, so ist

p ,={K*—+G
V' lx—w(4,,4)

ein Homomorphismus und f,, (K*)={y (4,,4)) € G; 4, 4;€ A}}.

pLj
Beweis: Den Nachweis der Homomorphie kénnen wir direkt aus [3] (5) iiber-
nehmen. Es bleibt zu zeigen dass es zu 4, 4; eA3 stets xe K* gibt mit y (4; 4))
=f, (X). Dazu kann hier ein einfacherer Bewels als in [3] gegeben werden. Wegen
(A) konnen wir annehmen, dass 4,=4 ist, und wegen (3) und (1), dass b,,b;40,e
ist fur 4;:=(b,by,b;). (4) ermoghcht es uns sogar, b;=0 zu setzen. Mit c:=
{0lle;B3} N {b,110,b3} und d:=0,1n { ¢ |0, e} ist dann

¢ (4)=9©,c,b3)=¢(0,c,e)=¢(0,d,e),
also

y (4, 4) =f, ().
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Fiir den elementaren Inhalt ist f,, (x)= | x|.
Die Aussage (5) ist in folgender Weise umkehrbar:

(6) Zu jedem Epimorphismus f von K* (-) auf eine abelsche Gruppe G gibt es genau
ein Bewertungsverhdltnis y mit G={y (4, 4,); 4,4, A}, so dass f=f,,.

Der Beweis kann wieder [3] entnommen werden. Ist 4* =(a,,a,,a;) und bezeichne

14 in K? die Matrix (23—21), so ist bis auf einen Faktor, der nicht von 4*
274 .,

abhingt, die geometrische Bewertung genau durch die Abbildung:4* — f(dety 4*)

gegeben.

3. Orientierter Flicheninhalt

In jedem Korper existiert die Identitit als trivialer Epimorphismus f: K* - K*, und
in jedem angeordneten Korper mit Positivitidtsbereich P existiert der Epimorphismus
f:x—|x|. Die zugehorigen geometrischen Bewertungen bezeichnen wir als orien-
tierten bzw. elementaren Fldcheninhalt, wenn sie noch normiert sind, etwa durch
¢ (4)=1/2; 4 sei wie in (5) definiert.

(7) Es sei y ein Bewertungsverhdltnis. /, ist genau dann ein Automorphismus von
K(+, ), wenn gilt:

By) Fiir (a1, 0,03 Aj und ae aj,a,\ay, ay} ist ¢ (a1, a,,a3)
=g (ay,a,a3)+ ¢ (a,a,a3).

Zum Beweis wihlen wir eine Basis in K? so, dass a;=(—x—,0), a,=(0,0),
a=(—x,0) und a3;=(0,1). Dann gilt ¢(aj,a,a3)=¢(a,—a,a—a,az—a)

0 :
=f, [det (fc+ 1 1)] - g, wobei geG von den 4*e A3 unabhingig ist. Aus den ent-

sprechenden Werten fiur ¢ (a,a,,a;) und ¢ (a,a,,a,) ergibt sich dann, dass die
Additivitit von ¢ &dquivalent ist zu f(x+y)=f(x)+f(y). Fiir einen orientierten
Flacheninhalt ist also (By) stets erfiillt.

Die Aussage von (Bj) bleibt noch richtig fiir solche f und solche x,y € K*, fir die
f(x+y)=f(x)+f(y). Benutzen wir die Definition der Zwischenfunktion aus [4],
so haben wir daher noch das folgende Korollar:

(8) Es sei ¢ ein elementarer Fldcheninhalt und ( | , ) die entsprechende Zwischen-
Sfunktion. Dann gilt:

B,) Ist (a1, a3, a3)e A} und aeay,a,\ {a;, a,}, s0 ist ¢ (1,05, a3)
j—‘(azlaba)(ﬂ (@,ay,a3)+(ay| az,a) 9 (ay,a,a3).
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An dieser Stelle seien noch einige Bemerkungen zur angegebenen Definition des
Flicheninhalts gemacht. Wegen (6) ist gewihrleistet, dass es in einer pappusschen
Ebene genau einen Flicheninhalt gibt, die Definition hat aber den Schénheits-
fehler, dass die zweite Bedingung (f=Id bzw. f=| |) von der ersten begrifflich
abhingt. Im Fall des orientierten Flicheninhalts konnte man wegen (8) in Kérpern
mit nur einem Automorphismus, etwa R, statt dessen auch (B;) fordern. Ahnlich
kénnte man fiir den elementaren Flicheninhalt in angeordneten Korpern mit nur
einem Automorphismus (B.) fordern, denn ist /: K* (-)— P Epimorphismus mit
fe+a)=f(p)+f(g) furp,qeP,soist

] 0-0
il pf@)
ps —f(p)}f’ F

ein Automorphismus von K(+, -).

In R haben wir dann im wesentlichen die Axiome aus [1], Kap. II. Dort wird
sogar gezeigt, dass schon statt (A) die Invarianz von ¢ unter den Translationen
ausreicht. Will man nicht den zugrundeliegenden Korper auszeichnen, so kann man
sich auch mit einer ausfithrlicheren Normierung behelfen:

(Cop) ACH % fur alle xe K*. 4, sei wie in (5) definiert.

X
Bei char K=2 wihle man eine andere Konstante.

@ (4,)
x|

(C,) scidie entsprechende Aussage fiir

(9) Eine geometrische Bewertung ist genau dann ein orientierter bzw. elementarer
Fldcheninhalt, wenn (By) und (C,) bzw. (B,) und (C,) gelten.
Die Aussage (7) gestattet uns eine teilweise Umkehrung von (3):

(10) Es seien ¢ ein orientierter Inhalt und (a,,a,,a;)€ A3 fir i=3,4, a3+ ay. Ist dann
¢ (a1,ay,a3) =@ (a1,a,,a4), so gilt ay;a, | a3, 4,

Beweis: Denn wire a=ay, a,n{a;| ay, a,}, so wire ¢ (a,,a,,a,)

= (ay,a,a4)+ ¢ (ay,a5,0)=9 (a1,a,a4)+ ¢ (a,a5,a3) =0 (a),a,a5) + ¢ (a1,a;,a4), also
¢ (ay,a,a4)=0und (a,a,a,)e A}. Dann ist aber ¢ (a;,a,a4) € K*.

Analysiert man den Beweis, so erkennt man, dass nur die folgenden Aussagen
von ¢ benutzt wurden:

3),
(Bo), ™)

Ist a eine ungerade Permutation, so ist ¢ (a;,a,,a3)= — ¢ (@, (1) %4 2)» Fa (3)) -

Damit kénnen wir jetzt auf die in der Einleitung angedeutete Bemerkung von
Hilbert eingehen und zeigen:
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(11) Eine affine Ebene (A, ®) ist genau dann pappussch, wenn auf ihr eine Ab-
bildung ¢ von A { in eine Gruppe G(+) erkldrt ist, die den Eigenschaften (*) geniigt
und deren Werte von 0 verschieden sind.

Beweis: Es seien G|,G,€® mit G;nG,={0} und q;b; c;eG;, i=1,2 je drei paar-
weise verschiedene Punkte mit @5, ¢;llap,¢; und c,,b,|b,,c,. Dann gilt nach (¥)
¢ (€2,b1, b)) = (c2,by,¢1) und daher ¢ (0,5, b,) = (0,b,,¢2) + ¢ (¢, b1,b7) =9 (0,by,¢5)
+¢ (by,¢1,¢))=¢(0,cy,c,). Ebenso erhidlt man ¢ (0,a,,a,)=¢ (0,c,,c,), und damit
ist @ (a3, b1,09) =9 (0,b1,b,) + 9 (a2,0,,0) =9 (0,a;,a5) + ¢ (b1,0,a,) = ¢ (b1, a;,a,)
=@ (a,,b},a,), woraus a;,b,| b,,a, nach (10) folgt.

4. Fliicheninhalt von Polygonen

Wir erweitern jetzt unseren Inhaltsbegriff auf Polygone, wobei wir uns fiir den
Fall des elementaren Inhalts auf konvexe Polygone beschrinken:

Es seien ay, ..., a, €A, k>3 paarweise verschiedene Punkte. Dann heisst (a, ..., a;)
ein Polygon. Besitzt K einen Positivititsbereich und ist ( | , ) die zugehorige
Zwischenfunktion, so heisst das Polygon konvex, wenn fir je paarweise ver-
schiedene i, j, u,ve{l, ..., k}, so dass zwischen i,j genau ein u oder v und zwischen
u,v genau ein i oder J liegen, stets d;,,:=a;a;na,a, existiert und wenn gilt
(dijuylasa)=—1. Man zeigt leicht, dass diese Definition mit der fiblichen iiber-
einstimmt, nach der ein Polygon konvex heisst, wenn es der Durchschnitt von
Halbebenen ist.

Die Bewertung ¢ (a,b,c) ist zunichst nur erklirt, wenn dim{a,b,c}=2 ist. Wir
setzen ¢ (a,b,c)=0, wenn a, b, c kollineatr sind. Damit kénnen wir rekursiv fiir den
orientierten Flicheninhalt eines Polygons bzw. fiir den elementaren Inhalt eines
konvexen Polygons (a,, ..., a;) setzen:

p(ay,....,ap)=9(a,a; ,a;.)+eay,...,a,a;,,...,a;).

Dabei sind die Indizes modulo k£ zu nehmen. Dass dieser Inhalt wohldefiniert ist,
besagt

(12) ¢ (ay,...,ay) ist unabhdngig von der Reihenfolge der ausgelassenen Ecken.

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach k: Sei zunichst k=4. Es ist zu zeigen:
p (a1,ay,a0)+ ¢ (a4,0y,a3)= ¢ (a1, a3,a4)+ ¢ (a3,a;, ay).

Fall 1: a;,a;|ay,a;. Dieser Fall kann nur fiir den orientierten Inhalt auftreten.
Esist ¢ (a;,az,a9) =0 (a3,a5,a5) = — ¢ (as,a,,a;) und ¢ (a),a3,a4) = — ¢ (a3,a,,a;).

Fall 2: Es sei d:=a,,a,n aj,a;. Dann gilt fiir die Zwischenfunktion stets (a;/d,a) =1,
und es ist
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¢ (ay,ay,a4)+ 9 (ag,ay,a3)=¢ (ay,ar,d)+ 9 (ay,d,a)+ e (d,ay,as)
+ @ (a4’ d’a3) =0 (al’aZad)+ Q (d’ a, a3) + Q (alad’ a4)+ @ (d’a3»a4)
=@ (ay,aya3)+p(a,asay).

Ist die Aussage schon fiir Polygone aus £ — 1 Punkten richtig, so gilt damit

p(ay,az,a3)+ o (ay,aza,, ..., a) =9 (a,a5,a3) + ¢ (a,a3,a;)

+ ¢ (ay,a3,a4, ..., a_ 1) =9 (a1,ay,a3,a) + 9 (ay, 3,0y, ..., a_1)
=0 (al’aZ, ak)+ ( (ak’ a, 03) + p (ak’a3’ a4y vy A — 1)= Q (al’aZ’ ak)
+ o (ay,ay, ..., a,_1).

5. Verallgemeinerung auf hbhere Dimensionen

Der Begriff der geometrischen Bewertung ist in [3] sehr viel allgemeiner definiert
worden als in dieser Arbeit. Er ermoglicht eine einheitliche Beschreibung von
Funktionen wie Teilverhiltnis, Zwischenfunktion, Vektormass oder Orientierungs-
funktion. Selbst zur Definition eines Inhalts braucht man sich nicht auf den ebenen
Fall zu beschrinken: Es sei (K", ®) ein pappusscher affiner Raum, A3*! die Menge
der echten Simplexe in K* und % die Menge der affinen Kollineationen von
(K", ®). Ist G(-) eine abelsche Gruppe, so heisst p: 43+ 1> G geometrische Bewer-
tung vom Rang n+ 1, wenn fur 4,,4,€ A%*! und a € ¥ gilt

o (4D (9(4)) "'=0 (4D (0 (4) ",

Durch direktes Nachrechnen und aus [3] entnimmt man, dass fiir diese Bewertung
die Aussagen (1) bis (11) iibertragen werden koénnen. Ob sich allerdings eine ent-
sprechende Definition fiir (konvexe) Polyeder finden ldsst, muss zunichst offen-
bleiben.

H. Hotje, TU Hannover
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