Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 34 (1979)

Heft: 5

Artikel: Ponceletsche Dreieckscharen
Autor: Ungethim, Ernst

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-33808

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 29.10.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-33808
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

E. Ungethiim: Ponceletsche Dreiecksscharen 109

1964 Grenzfragen der Wissenschaft. Vortrige und Abhandlungen aus dem Bereich der exakten
Wissenschaften

Schweizerische Hochschulzeitung
1960 Freie Forschung
1962 Philosophie der exakten Wissenschaften, ihre Aktualitit und ihre Problematik

Vierteljahresschrift der Naturforschenden Gesellschaft Ziirich
1924 Uber das topologische Abbild einer Strecke

1925 Uber topologische Involutionen

1925 Translationen iiber einfach zusammenhingende Gebiete
1925 Uber periodische Transformationen von Flichen

1940 Eine Kennzeichnung der Kugel

Zeitschrift fiir Astrophysik
1967 Die kosmologischen Losungen der linearen Feldtheorie

Zeitschrift fiir Physik

1954 Grundlagen zu einer linearen Feldtheorie

1954 Zur linearen Feldtheorie I (Ein Wirkungsprinzip und seine Anwendung in der Kosmologie)
1955 Zur linearen Feldtheorie II (Schwache Felder)

1955 Zur linearen Feldtheorie III (Die Gravitationsgleichungen)

1955 Berichtigung und Ergénzung «zur linearen Feldtheorie»

1956 Zur linearen Feldtheorie IV (Statische Felder)

1958 Zur linearen Feldtheorie V (Ein asymmetrisches Wirkungsprinzip)

1963 Bericht iiber eine einheitliche Feldtheorie

Ponceletsche Dreiecksscharen

1. Die Ermittlung eines Dreiecks ABC aus seinem Umkreis k(M,r) und seinem
Inkreis /(0,p) ist bekanntlich ein sogenanntes «poristisches Problem», d.h. es
gibt entweder iberhaupt keine Losung oder aber eine stetige Schar von unendlich
vielen Lésungen. Dies liegt daran, dass die Angabestiicke voneinander abhingig
sind: Zwischen dem Umkreisradius r, dem Inkreisradius p und der Zentral-
distanz d= MO besteht nimlich eine nach L. Euler benannte Relation

&d=r(r-2p), (1)

die allerdings schon 20 Jahre frither von W. Chapple (1746) gefunden wurde [2],
S.47. Werden also die drei Stiicke r, p und 4 willkiirlich vorgegeben, so werden
sie fiir gewohnlich in Widerspruch zu (1) stehen, und es kann daher kein Losungs-
dreieck geben; sind sie hingegen in Einklang mit (1), so gelten sie eigentlich nur
fiir zwei Daten, und es werden oo! Losungen existieren.

Liegen mithin Umkreis & und Inkreis / mit richtiger Zentraldistanz d vor, dann
kann man mit der Ecke A an beliebiger Stelle von k beginnen, von dort eine
Tangente AB an [ legen, von B auf k in gleicher Weise fortfahren, und nach
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drei Schritten wird sich das Dreieck schliessen (Fig.1). Dies ist ein Sonderfall
des berithmten Schliessungssatzes von J.V. Poncelet (1817), der im wesentlichen
besagt: Ist ein n-Eck einem Kegelschnitt k eingeschrieben und gleichzeitig einem
Kegelschnitt / umgeschrieben, dann gibt es noch «o! weitere n-Ecke dieser Art [2],
S.46ff. Obwohl der Satz fiir n=3 bereits von C. Maclaurin (1735) ausgesprochen
wurde, soll die Schar der Dreiecke mit gemeinsamem Um- und Inkreis als Poncelet-
Schar bezeichnet werden. Die als Symmetrieachse fungierende Verbindungsgerade
der Zentren M und O soll kurz die «Zentrale» heissen.

Figur 1. Reguldre Poncelet-Folge (r=8, p=3; d=4).

Mit einem Dreieck sind bekanntlich zahllose «merkwiirdige» Punkte und Linien
verkniipft [1]. Die Frage, wie sich solche Elemente verhalten, wenn das Dreieck
eine Ponceletsche Schar durchliduft, scheint noch nicht behandelt worden zu sein.
Dass es sich hierbei um eine reizvolle Fragestellung handelt, deren Untersuchung
durchaus lohnt, mégen die nachstehenden Beispiele zeigen.

Zunichst ist klar, dass simtliche Grossen, die nur von » und p abhingen, fir
die Dreiecke einer Poncelet-Schar invariant sind. Erwihnt seien beispielsweise die
Ausdriicke [4], S.470ff..

cosa+cosﬁ+cosy=l+£r—; (2a)
in % sinf inl- 2.

4sin 5 sin~-sin =0 (2b)

abc

——=4rp mit 2s=a+b+c; 2c¢)
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ab+bc+ca—s*=p(4r+p); (2d)
Pat Pptpe=4r+p. (2e)

2. Der Feuerbachsche Kreis eines Dreiecks ABC enthilt neben den Hohenfuss-
punkten die Seitenmitten A’, B’, C’; als Umkreis k’ des «Mittendreiecks»
A’ B’ C’ hangt er mit dem Umkreis & des «Urdreiecks» A BC durch die zentrische
Ahnlichkeit mit dem Schwerpunkt $ als Zentrum und dem Faktor — 1/2 zusammen.
Sein Radius hat daher den Betrag r’=r/2, und sein Mittelpunkt M’=F gehort
der Eulerschen Geraden SM an, wobei SF: SM=—1:2 (Fig.2).

Fine merkwiirdige, nicht ganz leicht zu beweisende Eigenschaft des Feuerbach-
Kreises besteht darin, dass er den Inkreis / (und ebenso auch die drei Ankreise)
beriihrt. Hieraus folgt unmittelbar, dass die Feuerbach-Zentren aller Dreiecke einer
Poncelet-Schar auf einem zu / konzentrischen Kreis mit dem Radius (r/2)— p
liegen.

3. In der genannten Ahnlichkeit entspricht dem Hdéhenschnittpunkt H des Ur-
dreiecks der Hohenschnittpunkt des Mittendreiecks, der mit dem Umkreiszentrum

Eulersche
| Gerade

Figur 2. Ortskreise merkwiirdiger Punkte (r=8, p=2,5; d=4,899).
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M identisch ist; H gehort mithin ebenfalls der Eulerschen Geraden an, und
wegen SM:SH=—1:2 gilt MF:MH=1:2 (Fig.2). Hieraus ist zu erkennen,
dass die Hohenschnittpunkte simtlicher Dreiecke einer Poncelet-Schar einen Kreis
vom Radius r—2p erfiillen, dessen Mittelpunkt E das Spiegelbild von M beziiglich
O ist.

4. Schwerpunkt S und Hoéhenschnittpunkt H sind durch eine zentrische Ahnlich-
keit mit dem Zentrum M und dem Faktor 3 verkniipft (Fig.2). Dies zieht
nach sich, dass auch die Schwerpunkte aller Dreiecke einer Poncelet-Schar auf
einem Kreis liegen; sein Mittelpunkt R befindet sich in der Entfernung MR=2d/3
auf der Zentrale, und sein Radius hat den Betrag (r—2p)/3.

5. Der Nagelsche Punkt N des Dreiecks ABC ist definiert als Schnittpunkt der
drei Eckenlinien, die jeweils von einer Ecke zum Berithrungspunkt der Gegen-
seite mit dem zugehorigen Ankreis gehen [1], S.1203. Einfacher ist er zu erkliren
als das Inkreiszentrum des dem Urdreieck umschriebenen «Aussendreiecks», dessen
Seiten zu den entsprechenden Urseiten parallel laufen. Das Inkreiszentrum O ist
mithin Nagelscher Punkt des Mittendreiecks. O und N liegen daher auf einem
Strahl durch den Schwerpunkt S, und es gilt SO:SN=—1:2 (Fig.2). S und N
entsprechen einander demnach in der zentrischen Ahnlichkeit mit dem Zentrum
O und dem Faktor 3. Mit Riicksicht auf Abschnitt 4 ergibt sich also, dass die
Nagelschen Punkte aller Dreiecke einer Poncelet-Schar auf einem Kreis mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r—2p liegen. Uberdies bemerkt man, dass die
Punkte M, N, H und E ein Parallelogramm mit dem Mittelpunkt F bilden,
dessen Seiten ausschliesslich durch r und p darstellbar sind.

Die bisherigen Ergebnisse seien zusammengefasst im

Satz 1. Durchliuft ein (nicht gleichseitiges) Dreieck eine Poncelet-Schar, so wandern
der Feuerbachsche Punkt F, der Hohenschnitipunkt H, der Schwerpunkt S und
der Nagelsche Punkt N auf Kreisen, und zwar mit gleichen Winkelgeschwindig-
keiten)).

6. Schligt man um den Nagelschen Punkt N mit dem Radius 2p den Inkreis
des Aussendreiecks, so beriihrt er die durch 4 gehende, zu BC parallele Seite
desselben in einem Punkt N’, der von A die Entfernung b—c=AC—AB hat
(Fig.2). Uberdies beriithrt er den Umkreis k& in einem Punkt auf der Geraden
MN. Gelingt es umgekehrt, den dafiir massgebenden Zentralabstand MN=r—2p

1) Auch fiir den Umfangsschwerpunkt, der bekanntlich mit dem Inkreiszentrum des Mittendreiecks
zusammenfillt und daher die Strecke ON halbiert [1], S.1203, liesse sich ein Ortskreis feststellen,
der zum Bahnkreis des Feuerbach-Punktes F kongruent ist. - Mit etwas mehr Aufwand ldsst sich
ferner auch fiir den Gergonneschen Punkt (in welchem die zu den Beriithrungspunkten des Inkreises
zielenden Eckenlinien zusammenlaufen) ein Ortskreis nachweisen; dessen Radius p(r—2p)/(4r+p)
<r/33 ist relativ klein. - Beachtet man schliesslich, dass der Inkreismittelpunkt O Hohenschnitt-
punkt des Dreiecks der drei Ankreiszentren ist und dieses den Kreis k(M,r) zum Feuerbach-Kreis
hat, so erkennt man, dass auch die Ankreiszentren auf einem (gemeinsamen) Kreis wandern; dieser -
hat den Radius 2r, und sein Mittelpunkt liegt spiegelbildlich zu O beziiglich M.
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nachzuweisen, so hat man die dazu dquivalente Berithrungseigenschaft des Feuer-
bach-Kreises mit dem Inkreis bestitigt, die in Abschnitt 2 als bekannt angenom-
men wurde.

Beachtet man zu diesem Zweck - die Dreieckswinkel mit a, £, y bezeichnend -,
dass X HAB= X CAM=f~(n/2), also x HAM=a+2 8~ n=pf—y (Fig.2), so hitte
man die Beziehung

(r—2p)?=[rcos(B—7)=2pP+[rsin(f —y)— (b—c))? 3)

nachzupriifen. Mit Riicksicht auf b/sinf=c/siny =2r lauft dies nach Ausquadrie-
ren auf die Behauptung

p[1—cos(f—y)]=r(sinf—siny) [sin(f —y)— (sinf —siny)] 4)

hinaus. Nach geldufigen trigonometrischen Umformungen ist (4) gleichbedeutend
mit

14 ﬁ"')’( B—y ﬁ"'V) .a . By
L —cos Y = — gy e golipy £
- cos > cos 3 cos > 4sin 5 sin 5 sin 7 5)

was gemdiss (2b) tatsdchlich eine richtige Formel ist. Damit ist also ein Beweis
fiir die Berithrungseigenschaft des Feuerbach-Kreises gewonnen, wie er dhnlich
in [4], S.384f., gefiihrt wurde.
In dhnlicher Weise liesse sich auch die Eulersche Formel (1) durch Anwendung
des Kosinussatzes im Dreieck MAQ mit Bedachtnahme auf 4O =p/sin(a/2) auf
die Relation (5) zuriickfithren.

7. Zur spiter noch benétigten quantitativen Erfassung der Wanderung der in Satz 1
genannten merkwiirdigen Punkte auf ihren Bahnkreisen sei die eindreideutige
Beziehung zwischen einem von ihnen, etwa dem Nagelschen Punkt N, und den
Ecken des Dreiecks ABC genauer analysiert. Zu diesem Zweck werden die von
der Zentrale OM aus gemessenen Richtungswinkel ¢ und y der zur Ecke A4
zielenden Strahlen MA bzw. OA eingefiihrt (Fig. 1). Durch d= OM, ¢ und y sind
mit Beachtung von (1) Um- und Inkreis sowie ein Dreieck ABC der Poncelet-
Schar festgelegt, und es muss daher moglich sein, alle benétigten Stiicke durch
diese Daten auszudriicken.

Die Anwendung des Sinussatzes im Hilfsdreieck A OM liefert iiber

d:r:pcosec—g~=sin(¢—-y/):siny/:sin¢ ©)
und die Eulersche Formel (1) zunéchst

d- siny d* d-sin(p—vy)
r=————, r=2p=—=—

sin(gp — w) r siny M
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und weiterhin nach einfachen Umformungen:

_d singsinQy—g¢) gin. & - SinC@v—9)
P= 72 sinysin(p—y) ’ 2 2sing

@)

Beachtet man ferner die in Abschnitt 6 etkannte Beziehung X HAO=<X0AM
=(#—7)/2, so kann man die noch fehlenden Dreieckswinkel 8, y aus

pry=n—a, p—y=2¢0-2y ©)

ermitteln. - Um nun den Nagelschen Punkt N zu erfassen, dessen Entfernung
r—2p vom Umkreiszentrum M bereits bekannt ist, fille man aus M und N die
Lote auf die durch 4 gehende, zu BC parallele Seite des Aussendreiecks; ihre
Fusspunkte seien mit M’ und N’ bezeichnet. Wegen X M'MA=XHAM=[—y
und (9) betrigt der Richtungswinkel von MM’ gegen die Zentrale p—(f—7)
=2y — ¢ (Fig.2). Zur Bestimmung des Winkels y = x M’MN iiber siny = M'N’/MN
findet man mit Riicksicht auf (7) und (9):

rlsin(f —y)—2(sinf —siny)]
r—2p

siny =

=2;sin'8;y (cosﬂ;y —-2COS—'B-;—)}—)

277 :
= —;Q—sin(qo— v) [cos(¢— w)—2 sm-;—]

2siny .
= ————][cos(p—y)siny+sin(p—2y)]=2siny cosy =sin2y. (10)
Sm((p_w)[ @~ y)siny (¢ ] y cosy w
Hieraus folgt das iiberraschend einfache Ergebnis y =2 y; die andere Moglichkeit
x=n—2y scheidet aus Stetigkeitsgriinden aus, weil y =0 den Wert y =0 bedingen
muss. Damit hat man fiir den von der Zentrale aus gemessenen Richtungswinkel
w der untereinander parallelen Radien MN, EH, OF und RS den Wert

w=2y—p+x=4y—9p. (11)

Aufgrund dieser Formel ist man jetzt in der Lage, in einer Poncelet-Schar
jenes Dreieck zu finden, das zu einem auf seinem Bahnkreis angenommenen
merkwiirdigen Punkt gehort. Zu dem gewidhlten Richtungswinkel w ist ndmlich
der entsprechende Winkel y gemiss (6) und (10) aus der goniometrischen Glei-
chung

dsiny =rsin(3y — w) 12) -
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zu berechnen, die nach Algebraisierung mit tgy =¢ auf eine kubische Gleichung
fihrt. Auf diese Weise mag man eine «reguldre» Folge von Dreiecken einer
Poncelet-Schar einrichten, indem man etwa die Schwerpunkte reguldr auf ihrem
Tragerkreis verteilt. So entstand die viergliedrige regulire Folge in Figur 1 mit
w=in/2(i=0,1,2,3).

8. Werden aus einem Punkt P des Umkreises k die Lote auf die Seiten des
Dreiecks ABC gefillt, so liegen die drei Fusspunkte P/, P” und P”” nach einem
Satz von W. Wallace (1799) auf einer Geraden p, die oft félschlich R. Simson
zugeschrieben wird [1], S.1234ff. Zum Beweis betrachte man statt der Fusspunkte
die Spiegelpunkte Q’, Q”, Q” von P an den Urseiten. Sie gehoren den ent-
sprechenden Spiegelbildern des Umkreises an, die allesamt durch den Hohen-
schnittpunkt H gehen, wie aus einfachen Winkelbeziehungen folgt (Fig.3). Be-
zeichnet ¢ den von der Zentrale aus gemessenen Richtungswinkel des Halbmessers
MP, so gehort zu den kongruenten Kreisbogen P4, AQ” und AQ” der gemeinsame
Umfangswinkel (¢ —0)/2, und xAHQ”=<xAHQ"” besagt, dass 0” und Q" auf
einer Geraden ¢ durch H liegen, der aus Griinden der Gleichberechtigung auch

.............
.............
........
o .
.......
o .

. .

o .,
....
o o

-~ Spitzenbahn
.~ (Epitrochoide)

Figur 3. Wallace-Geraden und Steiner-Zykloide (r=8, p=2,5).
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Q’ angehort. Zentrische Verkleinerung auf die Hélfte von P aus fithrt dann ¢
in die Wallace-Gerade p iiber; diese enthilt auch den H entsprechenden Punkt G
des Feuerbach-Kreises k’.

Der gemeinsame Richtungswinkel @ der parallelen Geraden p und g betrigt

p—a0 w—o
0:2 — — .
y—o+ > 2 (13)

Vergleich mit dem Richtungswinkel o der parallelen Radien MP und FG lehrt:
Durchlduft P den Umkreis k mit der Winkelgeschwindigkeit 1, dann dreht sich
die Wallace-Gerade p mit der Winkelgeschwindigkeit —1/2 um ihren Punkt G,
der seinerseits auf dem Feuerbach-Kreis k£’ mit der Winkelgeschwindigkeit 1
wandert. In der Ausdrucksweise der Kinematik unterliegt demnach die Gerade
p einer sogenannten Planetenbewegung (Kreisrollung), so dass sie eine gespitzte
Radlinie einhiillt [7], S.157; im vorliegenden Fall ist dies eine dreispitzige Hypo-
zykloide, unter dem Namen Steiner-Zykloide wohlbekannt [1], S.1237f. TIhre
Scheitel liegen auf dem Feuerbach-Kreis, ihre Spitzen auf einem dreimal so
grossen. Diese Zykloide berithrt auch die Dreieckshohen und -seiten, die sich
niamlich als Wallace-Geraden einstellen, wenn P die Ecken des Dreiecks bzw. die
ihnen gegeniiberliegenden Umkreisstellen passiert. Die Spitzentangenten ergeben
sich, wenn die Wallace-Gerade p durch das Zykloidenzentrum F geht, wenn
also ihr Richtungswinkel # (13) bis auf Vielfache von n mit ¢ iibereinstimmt;
dies tritt ein fiir

3o=4y—p=w(mod2n). (14)

9. Nunmehr soll umgekehrt untersucht werden, wie sich die Wallace-Gerade eines
festen Umkreispunktes P dndert, wenn das Dreieck eine Poncelet-Schar durch-
lauft. Zu diesem Zweck mogen zunichst die speziellen Verhiltnisse fiir den zu
oc=0 gehorigen Umkreispunkt P, auf der Zentrale OM geklirt werden (Fig.3).
Dessen Wallace-Gerade p, sowie die dazu parallele Spiegelpunktgerade g, haben
gemiss (13) den Richtungswinkel 6,=w /2. Im Hinblick auf den Ortskreis des
Hohenschnittpunktes H (Abschnitt 3) und den Richtungswinkel w des Halb-
messers EH bedeutet dies, dass die H enthaltende Gerade g, fir simtliche
Dreiecke der Poncelet-Schar durch einen auf der Zentrale liegenden, also festen
Umfangspunkt V, des genannten Kreises geht. Fiir seine Entfernung von P, findet
man Py Vo=2(r+d—p).

Die zu einem beliebigen, durch den Richtungswinkel o festgelegten Punkt P
auf k gehorige Spiegelpunktgerade g schliesst mit g, den Winkel 6 —60,=0/2
ein, enthilt also gleichfalls fiir simtliche Dreiecke der Poncelet-Schar einen festen
Umfangspunkt V des Bahnkreises von H (Fig.3); seine Lage ist durch & VEV,
= ¢ fixiert.

Die zentrisch-dhnliche Verkleinerung im MaBstab 1:2 vom (festen) Punkt P aus,
die ¢ in die Wallace-Gerade p uiberfithrt, lasst erkennen, dass auch letztere ein
Strahlbiischel durchliuft, wenn das Dreieck im Rahmen der Poncelet-Schar variiert.
Der Biischelscheitel U halbiert die Strecke PV und hat von dem E entsprechen-
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den Punkt D die Entfernung (r—2p)/2, wobei DU|EV den Richtungswinkel
n—o aufweist. Die zentrische Verdopplung von E aus lehrt wiederum, dass die
Strecke OD|MP die Linge r/2 und den Richtungswinkel ¢ besitzt (Fig.3).
Damit ldsst sich nun die Verinderung des Biischelscheitels U beurteilen: Seine
Ortslinie ist die Bahn des Endpunktes eines in O befestigten gelenkigen Stab-
paares ODU, dessen Glieder sich mit entgegengesetzt gleichen Winkelgeschwindig-
keiten drehen; es handelt sich demnach um eine Ellipse u mit den Halbachsen
OD+DU=r—p bzw. p [7], S.41f. Fir ihre lineare Exzentrizitit e findet man
itber e2=(r—p)?>— p?=r2—2rp durch Vergleich mit (1) den Wert e=d. Zusammen-
gefasst hat man mithin den

Satz 2. Durchliuft ein (nicht gleichseitiges) Dreieck eine Poncelet-Schar, so iiber-
streicht die Wallace-Gerade p eines festen Umkreispunktes P ein Strahlbiischel.
Die den verschiedenen Lagen von P entsprechenden Biischelscheitel U erfiillen eine
Ellipse u mit den Halbachsen r—p und p, welche die Zentrale zur Nebenachse und
den Inkreis zum Nebenscheitelkreis hat.

10. Die folgende Schlussbemerkung stammt von W. Wunderlich (Wien), der die
vorliegende Mitteilung durch Hinweise und Ratschliage gefordert hat.

In jenem kartesischen Koordinatensystem, welches das Inkreiszentrum O zum
Ursprung und die Zentrale OM zur Abszissenachse hat, kommen dem Biischel-
scheitel U aus Satz 2 gemiss Figur 3 die Koordinaten

X=pcoso, Y=(r—p)sinc (15)

zu; sie lassen die Bindung von U an eine Ellipse u erkennen. Die zu dem
durch den Winkel o festgelegten Umkreispunkt P gehorige Wallace-Gerade p des
durch den Parameterwert w gekennzeichneten Dreiecks hat gemiss (13) den
Richtungswinkel 6 = (w — ¢) /2 und daher die Gleichung

(x—X)sinf =(y— Y)cosd, (16)
also zufolge (15):
xsinf — ycosf = psin(c + 6)—rsing cosf . a7

Die aus dieser zweiparametrigen Geradenmenge durch die Forderung o= const
herausgegriffene Geradenschar ist das Strahlbiischel mit dem Scheitel U (15).
Dasselbe enthilt naturgemiss auch die durch (partielle) Abieitung nach 6 zu
gewinende, zu p normale Gerade

xcosf + ysinf = pcos(c + )+ rsinosing . (18)

Die Bedingung o+26=w=const hingegen liefert die Tangentenschar der in
Abschnitt 8 erwidhnten Steiner-Zykloide. Die Ableitung von (17) nach # gibt -
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unter Beachtung von do/df+2=0 - die den Berithrungspunkt von p (17) mit
der Steiner-Zykloide enthaltende Normale

xcosf + ysinf = — pcos(c+ @)+ 2 rcosg cosf +rsing sinf . (19)
Fragt man nun, wann dieser Berithrungspunkt mit dem Biischelscheitel U

zusammenfillt, so hat man zu priifen, wann die rechten Seiten von (18) und
(19) iibereinstimmen. Dies tritt ein fir

pcos(o+0)=rcoso cosb, (20)
also fiir
tgo=2"""cots. @1)

Man bestitigt unschwer, dass in dem betreffenden Punkt U, welcher der Ellipse u
und der zu w gehorigen Steiner-Zykloide gemeinsam ist, Berithrung zwischen
diesen beiden Kurven besteht, weil die durch (21) gegebene Richtungskonstante
der Zykloidentangente p mit jener der Ellipsentangente iibereinstimmt. Fiir letztere
folgt namlich aus (15):

dY (r—p)cose p-r
X - asine = p coto . (22)

Die Berithrung der Zykloide mit der Ellipse erfolgt iibrigens an drei Stellen,
denn zu vorgegebenem w gehoren drei die Bedingung (21) erfilllende Werte
o, wie man durch Algebraisierung der Gleichung (21) mittels tg(s /2)=1¢ erkennt. -
Die Steiner-Zykloiden aller Dreiecke der Poncelet-Schar sind {iibrigens unter-
einander kongruent, weil ihre Scheitelkreise die Feuerbach-Kreise sind und diese
allesamt den Radius 7/2 besitzen. Unter Hinweis auf den in Abschnitt 2 erkannten
Bahnkreis des das Zykloidenzentrum darstellenden Feuerbachschen Punktes F
und die durch (14) bestimmten Richtungswinkel (w+2in)/3 (i=0, 1, 2) der
Spitzentangenten lisst sich daher aussprechen der

Satz 3. Durchliuft ein (nicht gleichseitiges) Dreieck eine Poncelet-Schar, so voll-
fiihrt die als Einhiillende seiner Wallace-Geraden auftretende Steiner-Zykloide eine
Planetenbewegung, bei welcher sie sich um ihr im Feuerbachschen Punkt befind-
liches Zentrum dreht, wihrend dieses mit der dreifachen Winkelgeschwindigkeit auf
einem zum Inkreis konzentrischen Kreis wandert. Sie hiillt wihrend dieser Bewegung
die in Satz 2 genannte Ellipse ein, die sie jeweils an drei Stellen beriihrt. Ihre drei
Spitzen laufen gemeinsam auf einer gestreckten Epitrochoide, wdhrend die drei
Spitzentangenten eine gemeinsame Hiillbahn in Gestalt einer Astroide erzeugen.

Die erwihnte Planetenbewegung ist genau die gleiche, die der Drehkolben des
vieldiskutierten Wankelmotors vollfiihrt [7], S.154 und 224ff. Die Spitzenbahn
wird gemiss Figur 3 in Parameterform durch
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x—(L— )cosw+£c @ —(—i ) i +—3—1 in2 (23)
3 > os3, r=\3 sinw 2sm3

beschrieben, die als Einhiillende der Spitzentangenten auftretende Astroide (vier-
spitzige Hypozykloide) durch

x———in—(cos +3c 2) ——Ln—(sin — 3si 2)—) it =L 24
5 w os3,y 5 W sm3 mi m—2 p. (24)

Satz 3 steht iiberdies in gewissem Zusammenhang mit Untersuchungen von
Fréchet [3], welche die Beweglichkeit einer starren Ellipse in einer sie dreifach
berithrenden Steiner-Zykloide erkennen lassen und die von Wunderlich [6], Meyer
[5] und anderen verallgemeinert wurden. Ernst Ungethiim, Wien
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On the diophantine equations 2y2 =7 +1landx’+11=3"

Certain diophantine equations have played an important role in the recent
development of the mathematical theory of error-correcting codes. One of these
equations is

2y?=Tk+1, (D
for which Alter [1] has proved the following result.

Theorem 1. The only solutions in positive integers y, k of the equation (1) are
(2, 1)and (5, 2).

Alter’s proof, which is based on the theory of continued fractions, is quite long
and complicated. Therefore, it may be of some interest that theorem 1 can be
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