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152 Elementarmathematik und Didaktik

winkligen Dreiecken D im allgemeinen nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar
ist. Natiirlich gibt es auch Dreiecke mit konstruierbarem K; z.B. lidsst sich, wenn
einer der Winkel a, £,y gleich 135° ist, die Konstruktion des Falles (A) auch noch
anwenden und fithrt auf denselben Kreis wie nach dem Verfahren aus (B). Ferner
wird f(x) beispielsweise fir a=b (gleichschenklige D) reduzibel, nimlich teilbar
durch x +c. Wir erwiéhnen insbesondere als ein pointiertes Gegenstiick zu Satz 6:

Satz 7. Ist ABC gleichschenklig und bei C rechtwinklig, so teilt der Mittelpunkt Z
des optimalen Kreises die Hihe CY im Verhdltnis CZ:ZY=(1/2) (1+\/? ) des
«Goldenen Schnittes».

In der Tat rechnet man nach, dass fiir den Kreis mit diesem Mittelpunkt Z und dem
Radius CY - VV/'5 —2 die Bedingung (H) erfiillt ist (Abb. 6).
Ludwig Stammler, Halle (Saale), DDR
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Uber eine spezielle Klasse von Dreiecken mit ganzzahligen Seiten

Von der Schule her kennt man das Dreieck mit den Seiten 4, 5, 6, in welchem
iiberraschenderweise ein Winkel genau doppelt so gross ist wie ein anderer. Die
Frage liegt nahe, ob vielleicht noch weitere solche Dreiecke mit ganzzahligen, teiler-
fremden Seiten a, b, ¢ und der Winkelbeziehung f=2a existieren. Im nachfol-
genden Abschnitt a werden unter alleiniger Verwendung des Sinussatzes alle
derartigen Dreiecke bestimmt.

Es erhebt sich die ndchste Frage: Gibt es auch Dreiecke mit ganzzahligen, teiler-
fremden a, b, ¢ und f=3a? Im Abschnitt b wird auch fiir diese Dreiecke die
entsprechende Parameterdarstellung hergeleitet.

Die gleiche Fragestellung fiir die Fille $=4a, 5a, ..., ka wird im letzten Abschnitt
¢ weiterverfolgt; die Formeln (5) geben die allgemeine Losung des aufgeworfenen
Problems.

Einen andern Weg zur Losung der vorliegenden Aufgabe hat J.T. Groenman,
Groningen (NL) eingeschlagen; anstelle des Sinussatzes verwendet er weitgehend
elementargeometrische Uberlegungen. Seine Losung erscheint in «Nieuw Tijd-
schrift voor Wiskunde».

a) f=2a. Der Sinussatz ergibt fiir die Seitenverhiltnisse:

sin3a

: =4cosa—1.
sina

_b_____ sin2a
a

c
- =2cosa, —
sina a
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b . m :
== rational=2cosa= Py (m, n teilerfremd aus N).

Mit diesem Ansatz wird ¢ /a = (m?—n?)/n?, dazu b/a=mn/n%, somit

2

a=n?, b=mn, c=m*—n? (1)

a+B<180°=0°<a <60°1/2<cos a=m/2n<1odern<m<2n.

n=2, 3, 4, ... ist frei wihlbar. m muss zwischen n und 2n liegen und zu n teiler-
fremd sein. Es gibt unendlich viele Dreiecke der gewiinschten Art (sieche Liste im
niAchsten Abschnitt).

b) #=3a. Die gleiche Methode wie oben fiihrt auch hier zum Ziel: Man beniitzt
zweimal den Sinussatz, driickt beide Quotienten durch cosa aus und verwendet
wiederum den Ansatz 2 cosa =m/n.

b sin3a m2—n® n(m?-n?
—=———=4cos’a—1= g 55 ( 3 ),
a sina n n
¢ sinda 2sin2acos2a m m2-2n?
—=—= . =2cosa (4cos’q —2)=—+ ———,
a sina sina n n
somit
a=n, b=n(m*-n?), c=m@m*-2n? ()

a+B<180°=0°<a<45°,V2/2 <cosa=m/2n<1odern\/2 <m<2n.

n=2,3,4,... Damit a und c teilerfremd werden, sind fiir m nur die zu n teiler-
fremden Werte zu wihlen. Es gibt wieder unendlich viele Dreiecke dieser Art.

Dreiecke mit f=2a bisn=>5 Dreiecke mit p=3a bis n=6
n mja b c n m | a b c

2 3 4 6 S 2 3 8 10 3
3 4 9 12 7 3 5 27 48 35
3 5 9 15 16 4 7 64 132 119
4 5 16 20 9 5 8| 125 195 112
4 7 16 28 33 5 9] 125 280 279
5 6 25 30 11 6 11 | 216 510 539
5 7125 35 24

S 8|25 40 39

5 9125 45 56

c) f=4a,5a, ..., ka. Driickt man sinka/sina fiir weitere Werte von k durch
cosa aus, so stosst man auf die Zahlen des Pascaldreiecks. Mit der Abkiirzung
x= 2cosa erhdlt man ndmlich
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sinka
sina

=f (%)

1

x

x2—1

x3-2x

x4=3x2+1
x3—4x3+3x
x6—5x4+6x2—1
xT—6x3+10x3—4x

00 IO\ WV b WK w

Man vermutet die allgemeine Formel

sitika k-1 k-2 k—3
— - k—1_ k-3 k-5
sng ~ J¥&) (o )" ( 1 )x +( 2 )x

_(k"4) U

3

Der Induktionsbeweis stiitzt sich auf die Identitit
sin(k+ 1)a+sin(k— 1)a=2sinkacosa .

Die Division durch sina ergibt

sin(k+1)a . sinka _sin(k—1)a
sina sina sina

Fiir die f; (x) gilt somit die Rekursionsformel

Jes1=% fi—fe-1,

. und dieser Anforderung geniigt in der Tat die vermutete Beziehung (3):

k—1 k—2 - -
x-fi =( o )xk__( 1 )xk-2+<k23)xk—4__(k34)xk~6+___,,

k-2 k—3 k—4
- - — k-2 k—4__ k—64 __ ...
fk—l ( 0 )x | +( 1 )x ( 2 )x +

X fie=fe-1= (k—(-)-O) xk— (k-; l)x"“'2+ (k;2) xk=4— (k—3) xk=b4 —...

3

=fk+1-

(3

“)
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Setzt man nun wieder wie frither 2 cosa=x=m /n (m, n teilerfremd aus N), so
erhélt man die Seiten a;, b;, ¢, der Dreiecke mit f=ka:

a,=n*
k—1 k—2 k—3
b, = k—-l__( ) k=32 ( ) k=5 4_ ]
I n[(o )m 1 m n“+ 2 m n +
k k—1 -
ck=(0>mk-—( I )mk"2n2+(k22>m"“4n4-+--- . (5)

Offensichtlich sind a; und ¢, teilerfremd; es liegen somit Grundtripel vor. Dass
fur x nur rationale Werte in Frage kommen, geht aus dem Kosinussatz hervor:

2402 g2 (
x=200sa=é———bc—c———‘-z— (a,b,causN).

Mit den Formeln (5) erhélt man daher alle gesuchten Dreiecke.

a+B<180°=0°<a<180°/k+1=aqa,, cosay<cosa=m/2n<1 oder 2n cosa,<m
<2n. Damit in diesem Intervall wenigstens ein ganzzahliges m existiert, muss
2n cosa,<2n— 1 sein oder n>1/2 (1—cosay).

Die beiden sicher teilerfremden Parameter n und m=2n—1 liefern dann eine
brauchbare Losung. Auch bei sehr grossen k und daher sehr kleinen a; gibt es
beliebig viele passende Paare n, m. Es gibt somit unendlich viele Dreiecke mit
ganzzahligen Seiten und f =k a fir jedes k aus N.

Formeln fiir k=4 und 5:

B=4a B=5a

a=n* a=n’

b=mn(m?—2n?) b=n(m*—3m?n+ n*)
c=m*—3m?n2+nt c=m(m*—n?)(m?*—3n?
Dreiecke mit f=4a Dreiecke mit f=35a

n mj|a b c n m| a b c

3 5 81 105 31 4 7 1024 1220 231
4 7125 476 305 S5 9| 3125 5555 3024
5 91625 1395 1111 6 111 7776 17214 12155

Emil Knup, St. Gallen
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