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Uber die Flicheninhalte ebener Schnitte konvexer Korper

Herrn Professor H. Hadwiger zum 70. Geburtstag gewidmet

1. Unter diesem Titel erschien bereits eine Note von H. Hadwiger'), der das
vorliegende Ergebnis im dreidimensionalen euklidischen Raum aufzeigte.

Es sei also 4 ein eigentlicher Eikérper, das heisst eine kompakte, konvexe Menge
mit inneren Punkten, des k-dimensionalen euklidischen Raumes E*(k>2).
V=V(4)>0 und F=F(A)>0 zeigen dann Volumen und Oberfliche von 4 an;
dabei hat der Quotient

kk Vk—l
Q=Q(A)=Q(V,F):=——3"F7-— (L.1)

die isoperimetrische Ungleichung 0<Q<1 zu erfiillen, wobei Gleichheit genau
dann erreicht wird, wenn A eine Kugel ist.

nk/?

= T A+ k)

bezeichnet das Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel.

Es sei oe E* ein fester Ursprung. Punkte xe E* sollen gleich bezeichnet werden
wie ihre in o angreifenden Ortsvektoren. Ein Einheitsvektor u e E* kennzeichne eine
Richtung  im Raum. Fiir eine reelle Zahl ¢ ist mit

E,;={xeE*; (xuy=1} (1.2)

eine auf 4 orthogonal stehende Ebene, das heisst ein (k — 1)-dimensionaler Teilraum
des E*, gegeben; dabei weist die Winkelklammer auf die Bildung des Skalar-
produkts hin.

Es sei C< E* ein ebener Eibereich, das heisst eine kompakte, konvexe Punktmenge
in einem (k — 1)-dimensionalen Teilraum des E*. f=£(C)>0 zeige dann den (k— 1)-

1) vgl. [1].
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dimensionalen Flicheninhalt an, wobei fiir die leere Menge @ (&) =0 gesetzt wird.
Mit

fu=fu(A):=Max{f(AnE,,); — oo <t<oo} (1.3)

wird dann der maximale Schnittflicheninhalt von 4 zur Richtung u bezeichnet.
Mit Hilfe der beiden Ansitze

ka)k
= 4
Cx 2 . >1 5 (1 )
e
Si(@):=[sinktdt  (0<O<n/2) (1.5)
0

definieren wir zwei elementare, bijektive Funktionen g, G: (0,7 /2] - (0,1] durch

{cp+kctg 0)k1
{ex+ (k—1) ctg 0}k’

g(0):=cy (1.6)

(ke 5, @)}
(k=1 8O

GO):=cy (1.7)

Man beachte, dass sich damit einem Eikorper A, mittels des isoperimetrischen
Quotienten Q= Q (4), zwei Hilfswinkel

0=6(4):=g"(Q), (1.8)
0 =0(4):=G"1(Q) (1.9)

zuordnen lassen. Diese erreichen ihren Hoéchstwert 0=0=n /2 genau dann, wenn A
eine Kugel ist.

Wir sind nun in der Lage, das Hauptergebnis der vorliegenden Untersuchung
darzustellen:
Fir alle Richtungen u gilt fiir die maximalen Schnittfliicheninhalte (1.3)

F ! F  sin* '@
2 (cx+(k—1)ctg0) <fus 2 k=18, ®)’ (1.10)

wobei 6 und @ die in (1.8) bzw. (1.9) festgelegten Hilfswinkel anzeigen. Gleichheit
besteht auf der linken: Seite fir den Kugelzylinder und auf der rechten Seite fur die
symmetrische Kugellinse, falls die Rotationsachsen die Richtung u aufweisen.
Dabei fallen die Hilfswinkel # und @ mit dem halben Zentriwinkel des Kugel-
zylinders und dem halben Scheitelwinkel der symmetrischen Kugellinse zusammen.
Die Figuren 1 und 2 zeigen uns die beiden Extremalkérper in ihrem Meridian-
kurvenbild:
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J

Figur 1

)
\

Figur 2

Im Grenzfall 0=0=r/2 erscheinen diese beiden Korper als Kugel mit Radius a!
Gehen wir andererseits von der Menge aller Eikorper mit vorgeschriebenen
positiven Volum- und Oberflichenmasszahlen aus, dann nimmt der maximale
Schnittflicheninhalt, der sich innerhalb einer Schar von parallelen Schnittebenen
ergibt, den kleinstmoglichen Wert beim Kugelzylinder und den grosstmoglichen
Wert bei der symmetrischen Kugellinse an, wobei die extremale Schnittrichtung
parallel zur Rotationsachse zu nehmen ist.

Das Resultat (1.10) lisst sich daher auch wie folgt formulieren:

1

o . _ _ =_Ii

1gf11‘}f{fu(A), VAd)=V, FA)=F 2 (ot k-Dotg 0)’ (1.11)
F sin*~1@

SgPS\:P{fu(A), V(A)=V, FA)=F}= 2 o D5, ,©0)" (1.12)

Dabei bezeichnen 4 einen Eikérper, u eine Richtung, f, (4) den maximalen Schnitt-
flicheninhalt von 4 zur Richtung u, 0 bzw. ® die beiden nach (1.8) bzw. (1.9)
definierten Hilfswinkel. .

Man beachte, dass (1.12) gleichwertig ist mit dem groésstmoglichen Schnittflichen-
inhalt, der sich innerhalb der moglichen Schnitte von Ebenen in beliebiger Lage mit
Eikorpern der Masszahlen ¥ und F ergibt.

Wir werden nun in den folgenden 3 Abschnitten die Aussage (1.10) nachweisen.

2. Zunichst kliren wir die Frage nach dem Gleichheitszeichen ab.
a) A sei ein Kugelzylinder der Achsenrichtung u mit Aquatorradius a und halbem

Zentriwinkel 0,0<6< /2, vergleiche dazu Figur 1. Die fiir uns wichtigen Mass-
zahlen sind:
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(cetketgd)
= @

vV
Cr k4
+(k—1)ctgt
Cr
Damit folgt aber sofort

F

fum 00" = 2 (cx+ (k—)ctgd) 1)

und somit Ubereinstimmung mit der linken Seite von (1.10).

b) A sei eine symmetrische Kugellinse der Achsenrichtung u mit Aquatorradius a
und halbem Scheitelwinkel ©,0<® <n/2, vergleiche dazu Figur 2. Die giiltigen
Werte sind?):

k S (©)
Cr sinkG

k—=1)S,_,©
- ( )Sk 2( )kcoka"_l.
¢ sin®~1 @

k

V= wia

F

Daraus ergibt sich

F  sin*'@
= iy e 2.2

womit die Gleichheit auf der rechten Seite von (1.10) bestitigt wird.

3. Es sei A c E* ein beliebiger eigentlicher Eikérper und u eine beliebig gewihlte
Richtung. A, bezeichne nun einen Rotationskorper mit der zu u parallelen
Rotationsachse durch o, der sich wie folgt auszeichnet: Fiir jede reelle Zahl ¢ soll
die zu u orthogonal stechende Ebene E,, 4, genau dann treffen, wenn sie auch 4
trifft, und es soll dabei stets f(4onE, )=f(ANE,,) gelten. Bei dieser Korper-
bildung 4 — A, handelt es sich um die bekannte Schwarzsche Abrundung?), die die
Konvexitit, das Volumen ¥ und den maximalen Schnittflicheninhalt f, invariant
lisst, die Oberfliche F aber nicht vergrossert. Betrachten wir dazu die zu
beweisende Aussage (1.10), so stellen wir fest, dass damit bei der Verwandlung
A— A, die linke Seite der Ungleichung nicht kleiner wird - die partielle Ableitung
fallt bei konstant gehaltenem Volumen negativ aus:

0 F 1

- 3.1)
OF 2(cp+(k—1)ctgh)  2ctgd

2) Vgl. [2], 6.1.9; (69), S. 220.
3) Vgl. [3], Nr. 41, S. 71, 72.
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- und somit bei einem Rotationseikdrper mit Achsenrichtung u maximalen Wert
annimmt. Analog weist die rechte Seite der Ungleichung (1.10) bei einem Rotations-
eikorper der Achsenrichtung ¥ minimalen Wert auf, da die entsprechende Ableitung
sich als positiv erweist:

8 F sintlo
OF 2 (k—1)S,_,(0) 2cos®"

(3.2)

Damit ist unsere Aufgabe offensichtlich bereits dann gel6st, wenn das Bestehen der
Ungleichung (1.10) fiir eigentliche Rotationseikorper der Achsenrichtung u sicher-
gestellt ist.

4. Es seien u eine beliebig gewihlte Richtung und A4 < E* ein beliebig vorgegebener
Rotationseikérper mit Achsenrichtung ¥ und dem Aquatorradius a=a(4), das
heisst dem Radius einer grossten Kugelscheibe ( (k— 1)-dim. Kugel), die durch eine
orthogonal auf u stechende Ebene aus A4 ausgeschnitten wird. V=V (4), F=F(A)
und £, (4)= w;_,a*"! sind dann die zu 4 gehdrigen Masszahlen.

Mit Ty E* und Ly E* bezeichnen wir die - bis auf die Lage im Raum - eindeutig
bestimmten Kugelzylinder und symmetrische Kugellinse der Achsenrichtung u,
welche die Bedingungen

V(To=V(L)=V, F(To)=F(Ly)=F (4.1)

erfiillen.
Nach einem bekannten Sachverhalt?) bestehen die Ungleichungen

F(D; wiak<V
Fd=2 vy veod, 4-2)

wobei T< E¥ bzw. L < E* einen Kugelzylinder bzw. eine symmetrische Kugellinse
anzeigen, fir die V(T)=V, a(T)=a bzw. V(L)=V, a(L)=a ausfillt. Die Existenz
dieser Hilfskorper T bzw. L ist durch die in (4.2) angebrachten Nebenbedingungen
garantiert.

Es sei nun zunichst w,a*< V. Mit V(Ly)=V gilt demnach w,a*<V(Ly)<w,
a (Lo)* oder also a<a(Lg), somit

Su()<f,(Lo). (4.3)

Andererseits ist mit (4.2) F(T))=F(4)=F(7T) und im Hinblick auf (3.1) also
Ju(To)<f,(T) und wegen f, (T)=f, (4) somit

Su(T)=fu(4). 44

4) Vgl. [2], 6.5.10; (203), (204), S. 283.
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Verbinden wir (4.3) und (4.4) mit den Einsdtzen (2.1) und (2.2), so resultiert die
Behauptung (1.10).

Im verbleibenden Fall V< w,a* lisst sich in analoger Weise auf (1.10) schliessen,
womit der Beweis fiir das Hauptergebnis erbracht ist.

Marcel Iseli, Oberwangen!)

LITERATURVERZEICHNIS

1 H. Hadwiger: Uber die Flicheninhalte ebener Schnitte konvexer Korper. El. Math. 30, 97-102
(1975).

2 H. Hadwiger: Vorlesungen iiber Inhalt, Oberfliche und Isoperimetrie. Berlin 1957.

3 T. Bonnesen und W. Fenchel: Theorie der konvexen Korper. Berlin 1934.

On a statistical approach to Bertrand’s problem
Dedicated to Prof. H. Hadwiger on the occasion of his 70th birthday

Probability theory is the branch of mathematics which constructs and analyzes
mathematical models for random phenomena. In the early stages of the examina-
tion of such a phenomenon there are usually different mathematical models con-
ceivable, each one of them representing a possible explanation of our empirical
observations. Statistical methods may then be applied to evaluate the appropriate-
ness of these models and to help decide which one of them should be adopted.
It is the purpose of this note to demonstrate on a particular example the use-
fulness of statistical methods for the treatment of geometrical stochastics, i.e. of
their applications to the analysis of randomly generated stets.

The example to be discussed is the following: Denote by E? a Euclidean plane
with an origin Z and a system of Cartesian x — y-coordinates, by G (g, 8) [0<g< o0,
0<6<2n] the straight line in E? whose distance from Z is ¢ and whose angle,
formed by the perpendicular on G through Z and the x-axis, is #, and by C, and
C, the two circle-lines in E? with the same centre Z and radius 1 and 1/2,
respectively. Let (§) be a random vector whose components take values in the
above specified ranges according to a density function A. It is of interest to calculate

#P:=Pr(G(Q,0)n C;#B1G(Q.0) N C,#P:h)

the probability that the random straight line G(Q,0) intersects C, conditionnally
on it intersecting C,. The result is given by the formula

,.P=[lf [n@0ydodg) [ Tnig.00d0aq)” *)

1) Bemerkung der Redaktion: Der Verfasser dieser Note, ein hochbegabter Schiiler von Prof. Hadwiger,
ist am 12.5.78, etwas mehr als ein Jahr nach seiner Diplomierung, nach schwerer Krankheit gestorben.
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