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Minimale nicht in die Ringfliche einbettbare Graphen

Nach Kuratowski sind der vollstindige Graph K5 mit fiinf Ecken und der paare
Graph Kj; ; mit drei plus drei Ecken nicht in die Ebene und damit auch nicht in die
Kugeloberfliche einbettbar. Umgekehrt gilt, dass jeder nicht in die Ebene bzw.
Kugeloberfliche einbettbare Graph einen der beiden Kuratowski-Graphen K5 und
K 5 als Unterteilung besitzen muss. Um einen dhnlichen Zusammenhang fiir andere
geschlossene Fliachen herzustellen, ist es niitzlich, den von K. Wagner eingefithrten
Homomorphiebegriff fiir Graphen zu verwenden. Zwei Graphen G, und G, heissen
hiernach homomorph, in Zeichen G,> G,, wenn es eine Abbildung aus der Ecken-
menge von G, auf die Eckenmenge von G, gibt, so dass das Urbild eines jeden zu-
sammenhidngenden Untergraphen von G, ein zusammenhingender Untergraph von
Gl ist.

Beispiele fiir solche Homomorphien entstehen etwa durch Wegnahme bzw. Kon-
traktion einer Kante k eines vorgegebenen Graphen G, Bezeichnung: G-k bzw.
C,(G). Bei geschlossenen Flichen F reicht zur Bestimmung der minimalen
Elemente (im Sinne der Relation >) in der Menge der nicht in F einbettbaren
Graphen die Betrachtung der beiden angegebenen Operationen aus, wie man
entsprechend [1, 2] nachweist.

Im Fall der projektiven Ebene [1, 2] wurden bereits weitgehende Resultate erzielt.
In der vorliegenden Abhandlung soll der Fall der Ringfliche (Torus) untersucht
werden (vgl. auch Problem 34 in [3]). Im Gegensatz zur Ebene (Kugeloberfldche),
wo sich K5 und Kj 3 als die einzigen minimalen Elemente herausstellen, existieren
fir die Ringfliche bereits drei minimale Graphen mit acht Ecken (niedrigst-
mogliche Eckenzahl). Fiir diese Eckenzahl wird zusitzlich der Nachweis erbracht,
dass keine weiteren minimalen Elemente mehr vorkommen. Anschliessend werden
drei Graphen mit neun Ecken als minimal erkannt, sowie weitere Beispiele bis zur
Eckenzahl zwolf angegeben.

Bei der Bestimmung der minimalen Graphen mit acht Ecken geht man von
folgenden Uberlegungen aus. Die hochstmogliche Kantenzahl eines eingebetteten
Graphen mit acht Ecken betrigt 24 (triangulierbarer Fall, d.h. Zerlegung der Ring-
flache in lauter Dreiecke). Da der vollstindige Graph Kz mit acht Ecken 28 Kanten
besitzt, miissen fiir eine evtl. Einbettung mindestens vier Kanten herausgenommen
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werden. Die insgesamt moglichen Systeme von vier Kanten werden in der folgenden
Tabelle 1 aufgezihlt:

AN/ AN LY
S>>0 W

Im Falle 5., d.h. Kg-H mit H={k,,,k;3k;3,k,4} kann z.B. eine Einbettung
angegeben werden (Fig. 1).

Figur 1

Man bettet also zunidchst K, in die Ringfliche ein, die im Rechteckmodell darge-
stellt ist (vgl. [4]), entfernt dann das System H aus K; und macht damit eine Fliche
frei, auf deren Rand alle Eckpunkte 1, 2, ..., 7 liegen, die mit dem Eckpunkt 8 in der
Fliche verbunden werden konnen. Entsprechend erhilt man die Einbettbarkeit fiir
die Fille 3., 6., 7., 8., 9. Bei 7. und 8. geniigt es, wenn durch die Wegnahme eines
Dreiecks, bzw. Dreiersterns eine Fliche mit sechs Randpunkten (Sechseck) frei-
gemacht wird, da die isolierte Kante des Systems als eine von der Ecke 8 aus-
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gehende Kante gedeutet werden kann. Analog geniigt bei 9. die Offnung eines
Funfecks, da die beiden anderen Kanten als von der Ecke 8 zu zwei weiteren Ecken
hinfithrend interpretiert werden konnen. Die Einbettung bei 11. ergibt sich aus
Fig. 2.

1 3 5 7 1

2 4 6 8 2

1 3 5 7 1
Figur 2

Hier liegt eine Einbettung des paaren Graphen K, 4 von vier plus vier Ecken in die
Ringfliche vor (Zerlegung in lauter Vierecke), die auf die angegebene Weise zur
vollen Triangulation ergidnzt wird. Die fehlenden Kanten sind dann: k; 5,k3 7,k; ¢,
kqg.

In den verbleibenden Fillen 1., 2., 4. und 10. wird die Nicht-Einbettbarkeit be-
hauptet. Fiir 1., 2. und 4. erhalten wir die Aussage durch den Beweis der Nicht-
Einbettbarkeit von Kg-H mit H={k,,k; 3,k34,k14,k4 5}, der sich als gemeinsamer
Untergraph darstellt. Beim Beweis fiir diesen Fall und fiir den Fall 10. von Tab. 1
gehen wir zunichst von der Tatsache aus, dass die Einbettung des K, bis auf Iso-
morphie (d.h. bis auf Homéomorphie der Ringfliche) nur auf eine Weise moglich
ist. Nach der Herausnahme eines der Systeme H lisst sich aber kein Sechs- bzw.
Siebeneck oOffnen, auch wenn man alle méglichen Kantenumlegungen in dem
verbleibenden System durchprobiert.

Es kann daher als Ergebnis festgehalten werden, dass sich folgende Graphen als
minimal herausstellen: G= K- H mit:

1. H={k; k) 3,k 3}, 2. H={k 3 ky3.kys,ke 7},
3. H=1lk) ,ky3,k34,k1 4,kys}.

Die Einbettbarkeit bei Wegnahme einer Kante ergibt sich ndmlich aus unseren
bisherigen Uberlegungen, dass sich alle Fille als Untergraphen von einbettbaren
Graphen erweisen. Bei Kontraktion einer Kante entsteht in jedem Fall ein Graph
mit sieben Ecken, der als Untergraph des K einbettbar ist.

Die vollstindige Bestimmung aller minimalen Graphen mit neun Ecken erweist
sich als sehr viel schwieriger als der bisherige Fall, da hier aus dem vollstindigen
Graphen Ky mit neun Ecken mindestens neun Kanten weggenommen werden
miissen, um zu einer Einbettung zu gelangen. Wir beschrinken uns daher auf
die direkte Angabe von minimalen Graphen mit neun Ecken. Das erste Beispiel
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erhilt man durch Identifikation einer Ecke bei zwei Exemplaren des Ks. Die Nicht-
Einbettbarkeit folgt aus der Uberlegung, dass wegen des Zusammenhangs von Kj
ein K in einer der Fliachen liegen miisste (ein Randpunkt ist zugelassen), die bei
der Flachenzerlegung durch den anderen K5 entsteht, was wegen der Nicht-Eben-
heit von K5 ausgeschlossen ist.

Zwei weitere Beispiele erhilt man, indem man jeweils einen vollstindigen Graphen
K¢ mit sechs Ecken mit einem Kj3 an drei Eckpunkten identifiziert. Dabei lassen
sich zwei Fille unterscheiden. In Fig. 3 wird der erste Fall beschrieben (Identifika-
tion der Ecken 1, 2, 3 des K¢ mit den Ecken a,,a,,a; des K33, anschliessend Ent-
fernung der Kanten k5, k; 3, k3 ;).

b2 7 b2
///
-
82l2 1!81
by
3-a3
4
6 5
b2 bz
Figur 3

Der Nachweis der Einbettung bei Wegnahme bzw. Kontraktion einer Kante fiihrt
auf folgende Fille: k=k 5, k3 5,k,, 5, (alle anderen Fille sind gleichwertig).

In Fig. 4 ist die zweite Moglichkeit der Eckpunktidentifizierung angegeben. (Identi-
fikation der Ecken 1, 2, 3 des K¢ mit den Ecken b,,a;,a, des Kj 3, anschliessende
Entfernung der Kante k, ;). ‘

Der Nachweis der Einbettung bei Wegnahme bzw. Kontraktion einer Kante fiihrt
auf folgende Fille: k=k, 5,k 4, kas ki3,Kap 6,k (alle anderen Fille sind gleich-
wertig).

Die Nicht-Einbettbarkeit der beiden letzten Graphen erhélt man folgendermassen.
Durch eine Einbettung des K ergibt sich eine Flichenzerlegung der Ringfliche,
deren Flichen simtlich homdomorph zum Inneren des Einheitskreises sind. Dies
bleibt auch nach Herausnahme von drei Kanten, die ein Dreieck bilden, der Fall.
Da an die zu identifizierenden drei Eckpunkte hochstens zwei Flichen angrenzen
konnen, konnte wegen der Nicht-Ebenheit des Kj 3 dieser nicht in einer der Flachen
(einschliesslich Rand) liegen. Durch elementare Uberlegungen erkennt man, dass

a3, b3
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Figur 4

auch dann die Kanten des K; 3 nicht ohne eine Uberschneidung in beide Flichen
gelegt werden konnen.
Wie hier nicht weiter ausgefithrt werden soll, ergeben sich nach dem Prinzip, das
bei dem ersten Beispiel fiir einen minimalen Graphen mit neun Ecken verwandt
wurde, weitere Beispiele (disjunkte Vereinigung von jeweils zwei der Kuratowski-
Graphen K5 bzw. Kj 3, Identifikation an einer Ecke eingeschlossen), also insgesamt
funf Fille.
Ferner stellen sich der paare Graph Kj; sowie der Graph mit der Eckenzahl elf,
den man aus dem paaren Graph Kj, erhilt, indem man auf den in einer Ecke
dritter Ordnung vorkommenden Kanten neue Ecken einfithrt und diese mit einer
weiteren neuen Ecke verbindet, als minimal heraus.

Egon Joachim, PH Kiel
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