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On Yff's inequality for the Brocard angle of a triangle

If a;,a,,a5 be the angles of a triangle with Brocard angle w, it was conjectured by
Yffin 1963 that

8w<a aya,. (1)

A proof was published in this Journal 29, 141-142 (1974), by F. Abi-Khuzam.
Subsequently, Bottema, also in this Journal 3/, 13-14 (1976), gave a more
elementary proof. Here, we give an even simpler proof which also provides an
extension of the main lemma used, i.¢e.,

sina; sina, sinas;<(3V3/27)%a,a,a;. (2)
Since
5, sinx 1 1
x  x* sin’x

log[(sin x)/x] is concave in (— 7, ]. Therefore,

sin x; sin x
> w;log
7

<log——
X

Xi

where 0,20, w;=1,x=>, w;x; In particular,
i 7

I”I sinx,-s(sinx)" | 3)

i=1 X X

where x=)"_, x;/n and — n < x,< n, with equality, iff x;=x. The rest of the proof
is as before and is elementary.
M. S. Klamkin, University of Alberta, Canada
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Uber Spiele mit Quoten

B. GUNDEL [1], S. 115ff. behandelt in unterhaltsamer Form einfache Beispiele
von Gliicksspielen, bei denen Geldbetrage ein- und ausgezahlt werden. [3] enthélt
eine Verallgemeinerung dieser Beispiele; deren Verwendbarkeit fir den Mathe-
matikunterricht der Sekundarstufen steht in [4] zur Diskussion. Im Folgenden soll
kurz iiber die den genannten Artikeln zugrunde liegende elementare Theorie
der Spiele mit Quoten berichtet werden.

Spiele mit Quoten sind Gliicksspiele, denen ein Zufallsversuch Z mit endlich
vielen Ausgingen A4,, ..., A, zugrunde liegt. Die Spieler setzen Geldbetrige auf
einen oder mehrere Ausginge. Setzt ein Teilnehmer den Betrag e, >0 auf 4,, so
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erhilt er vom Veranstalter (der «Bank») den Betrag b, >0 zuriick, wenn Z den
Ausgang A, nimmt, andernfalls geht der Einsatz verloren. Der Quotient g,: = b, /e,
ist dabei fur alle Einsdtze e, >0 konstant und heisst Auszahlungsfaktor oder Quote
fiir den Ausgang A,.

Unter dieses Schema fallen die meisten Wetten, etwa beim Pferderennen,
aber auch das Zahlenlotto sowie das Wiirfelspiel Cubus und die bekannten Ver-
sionen von Roulette und Roulca (vgl. [2]). Diese Spiele lassen sich noch danach
klassifizieren, ob die Quotenverteilung Q=(q,, ..., ¢q,) Bestandteil der Spielregeln
und damit von vorneherein bekannt ist (wie z.B. beim Roulette-Spiel) oder erst
nach Eingang aller Finsitze durch Totalisation endgiiltig bestimmt wird (wie z. B.
beim Pferderennen). Fiir das Folgende wird stets angenommen, dass man sich
ein Bild von der Verteilung der Quoten machen kann, bevor man iiber die Vertei-
lung der Einsitze entscheidet.

Die fir den Teilnehmer eines Spiels mit Quoten interessante Zufallsgrosse
ist der Reingewinn g. Er berechnet sich fiir einen Ausgang 4, aus dem zuriicker-
haltenen Betrag b, abziuiglich aller investierten Finsétze ey, ..., e,, also

g(A)=qre,— S,wobei S=e;+ ... + e,.

Die Frage liegt nahe, wann ein Spieler seine Einsiétze e, >0 so bestimmen
kann, dass die jeweiligen Reingewinne g (4;) simtlich positiv sind; ihm bliebe dann
unabhidngig vom Ausgang des Spiels stets ein gewisser Reinerlos. Wenn dies
moglich ist, so heisse die zugrunde liegende Quotenverteilung Q positiv.

Als Beispiel betrachten wir Wetten iiber einen Versuch mit zwei Ausgdngen
Ay, A,, etwa einen Boxkampf. Buchmacher I nehme Wetten fiir 4; mit 23:10 an,
Buchmacher II hingegen schliesse Wetten fir 4, mit 18:10 ab. Die hierdurch
gegebene Quotenverteilung ist positiv genau dann, wenn das Ungleichungssystem

gA)=2,3e;—e;—e,>0
g(A2)= 1,862—61—-6’2>0

eine Losung (e, e;) mit e, e,>0 besitzt. Tatsdchlich ist dies der Fall, wie das
beigefiigte Schaubild der Losungsmenge zeigt.

e, 4
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Der folgende Satz enthilt ein Verfahren, mit dessen Hilfe man im allgemeinen
Fall iiber die Positivitit einer Quotenverteilung Q entscheiden sowie gegebenenfalls
eine gewinnsichere Einsatzverteilung effektiv berechnen kann.

Satz 1. Sei Z ein Spiel mit der Quotenverteilung Q=(q;, ..., ¢,). Q ist genau
dann positiv, wenn

n ]
v(Q)=1-Z;27>0

ist; in diesem Fall lasst sich sogar ein konstanter Reingewinn G >0 erzielen, wenn
auf jeden Spielausgang mit der Quote g, der Einsatz

G
= k=1,2,...

gewettet wird.

Beweis: Wir setzen zundchst Q als positiv voraus. Dann gibt es ¢, >0 mit
grex—S>0 (k=1, 2, .., n), S=e +---+e, Daraus folgt 1/g,<e,/S
(k=1,2,...,n) und damit

n ] nooe.
v Q)=1-) —>1-) —=
(Q) izl q; igl S

Sei nun umgekehrt v(Q)>0. Wir wihlen zu fest vorgegebenem G>0 die
Einsitze e, = G/q,v (Q). Daraus ergibt sich fiir die entsprechenden Gewinne
G n G

9k (Q) i; qv(Q)

B V(GQ) <l_i§1;]1—,-) =G

Dies beweist die zweite Behauptung des Satzes sowie die Positivitit von Q.

gAY =qx-

Anmerkung. Die Frage, wie man auf das in Satz I ausgesprochene Resultat
komme, l4sst sich mindestens dreifach beantworten. Der tatsichliche Findungsweg
verlief iiber die explizite Auflosung des Gleichungssystems g(4,)=G((k=1,2,..., n)
mittels der Cramerschen Determinantenregel. Weniger kompliziert sind Analogie-
betrachtungen im Ausgang von den Sonderfillen n=2, n=3 (vgl. [4]) sowie eine
spiter zu schildernde heuristische Uberlegung, die den Begriff des Erwartungs-
wertes benutzt.

Anwendung von Satz I auf das zuvor genannte Buchmacherbeispiel ergibt fur
v(Q) den Wert 2 /207. Wollte man 100 DM sicher gewinnen, so wiaren dann beim
ersten Buchmacher 4500 DM auf 4,, beim zweiten Buchmacher 5750 DM auf 4,
zu setzen. Dieses Beispiel, in dem eine vergleichsweise hohe Einsatzsumme
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resultiert, legt noch folgende Frage nahe: Wie hat man ein vorgegebenes begrenztes
Kapital K auf die Ausginge eines Spiels mit positiver Quotenverteilung
0=(q,,---,q,) zu verteilen, wenn ein konstanter Reingewinn erzielt werden soll?

Dazu ist lediglich G so zu bestimmen, dass die Summe der Einsitze
e,=G/qv (Q) gleich K wird, d. h.

1 G
k=3 @ @ 17

woraus man

v(Q)
G._
1-v(Q)

und damit fiir die Einsatzverteilung

e, = K *(k—-l 2,...,n)
1"V(Q) dk

erhalt.

Bei einigen Spielen sind ausser den Quoten noch die Wahrscheinlichkeiten p,
der Versuchsausginge A, bekannt. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung empfiehlt
dann, den zu einer Einsatzverteilung (e}, ..., e,) gehorigen Erwartungswert des
Reingewinns (oder mittleren Gewinn)

E@=2gU)p

zur Beurteilung des Spiels heranzuziehen. Q heisst bei der Einsatzverteilung
ey, ..., e,) giinstig (fair, ungiinstig), wenn der zugehorige Erwartungswert E(g)
positiv (Null, negativ) ist. Fiir Spiele mit Quoten interessiert hier der Zusam-
menhang von E (g) und v(Q). Auskunft dariiber gibt der

Satz II. Sei Z ein Spiel mit der Quotenverteilung Q@=(q,, ..., ¢g,) und der
Wahrscheinlichkeitsverteilung P=(p,, ..., p,). Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Wird auf einen Ausgang mit der Quote g, der Einsatz e, gemacht, so
betrigt der mittlere Gewinn

E®=3 @~ De

(2) Ist Q bei allen Einsatzverteilungen giinstig (fair, ungiinstig), so ist der Wert
v(Q) positiv (Null, negativ).

(3) Sind die Quoten antiproportional zu den Wahrscheinlichkeiten, so sind
Erwartungswert und Einsatzsumme S linear abhingig, genauer:

E(g)= 1_(Q()Q)
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Insbesondere gilt in diesem Fall die Umkehrung von Behauptung (2).
Beweis (1): Es gilt

E(g)= _Zl(‘hei— S)p;, S=e +...+e,
also

E@)= ;}‘hpi €;— S;}Pi

22‘1 qgipie,— i €;

n
= Z,I(Qipi“ De;.

(2): Ist Q bei allen Einsatzverteilungen giinstig (fair, ungiinstig), so miissen
nach der in (1) bewiesenen Darstellung fiir den mittleren Gewinn die Koeffizienten
q;p:— 1 samtlich positiv (Null, negativ) sein. Man hat dabei nur zu beachten, dass
in einer Einsatzverteilung (e, ..., e,) alle ¢,>0 sind und ¢;>0 fiir mindestens
einj. Im Falle ¢;p,— 1>0 (1 <i<n) folgt also 1/¢,< p; und damit

v(@Q)=1-Y L > pi=0.

i=14; i=1

Entsprechend erledigen sich die beiden iibrigen Fille.

(3): Die Antiproportionalitdt der Quoten g, zu den Wahrscheinlichkeiten p;
besagt g, pr=4(1<k<n) fur eine feste Konstante /. Nach (1) folgt damit sofort
E(g)=(A—1)8, andererseits wird v(Q)=1—(1/2). Elimination von A liefert die in
Behauptung (3) angegebene Darstellung. Da v(Q)< 1 und S> 0 ist, haben E (g) und
v (Q) stets dasselbe Vorzeichen, es gilt also die Umkehrung von (2).

Die Formel (1) fur den Erwartungswert des Reingewinns erlaubt einen
einfachen heuristischen Zugang zur Losung des Gleichungssystems g(4,)=G
(k=1,2, ..., n), G>0. Zunichst ergibt sich nimlich E(g)=G. Versucht man nun
einmal den Ansatz e,=1/g, mit festem A>0, so folgt mittels (1) sofort

E(g)=1v(Q). also e,=E(8)/q,v(Q)=G/qv (Q).

. Bekanntlich besitzt das Roulette-Spiel eine Quotenverteilung, die bei jeder

Verteilung der Einsatzsumme S ungiinstig ist, genauer gilt E(g)= — /37 (vgl. [5],
S. 35ff.). Jede sog. Chance ist namlich mit einem zu ihrer Wahrscheinlichkeit anti-
proportionalen Auszahlungsfaktor behaftet; die genannte Tatsache folgt daher auch
aus Satz II (3), wenn man nach kurzer Rechnung v(Q)= —1/36 gefunden hat.
Ahnliche Uberlegungen, die dem Leser iiberlassen bleiben, lassen sich fiir die
Spiele Roulca und Cubus anstellen.

Eine eigene Problematik hat das Wetten beim Pferderennen. Die aus den
Vorwetten bekannte Quotenverteilung Q=(qy, ..., q,) ist ndmlich nicht notwendig
auch die, nach der die Gewinne ausgeschiittet werden. Das liegt daran, dass die



Elementarmathematik und Didaktik 123

Siegquote g, fiir das k-te Pferd stets als Quotient aS/e,, S=e, + ...+ e, mit
0<a <1 berechnet wird. Dabei ist e, der auf Pferd k gewettete Gesamteinsatz und
aS der vom Veranstalter ausgeschiittete Anteil von S. Wenn nun nach Bekannt-
gabe von Q die Spieler unmittelbar vor dem Rennen weitere Betrige setzen, etwa
insgesamt e, auf Pferd k, so entsteht durch die soeben beschriebene Totalisation
mit dem Faktor a eine neue Quotenverteilung Q* =(q}, ..., ¢,). Diese kann erheb-
lich von der urspriinglichen Verteilung abweichen.

Die neuen Quoten weichen aber gar nicht (oder nur geringfiigig) von den alten
ab, wenn die (meisten) Spieler nach einer «vorsichtigen Strategie» handeln und auf
«Aussenseiter» kleinere, auf «Favoriten» grossere Einsidtze geben, genauer: wenn
die neuen Totaleinsitze e, der Beziehung e;=4/g, mit einer festen Konstanten
4>0 geniigen. In der Tat gilt dann

s=3e=i3 L f“—— d.h.i=aS*.

i=1 i=1 q, i=1a8
Hieraus folgt weiter nach der Totalisationsvorschrift fiir die neuen Quoten

. a(S+5%)  a(S+5%)
el ek+€; aS+ A

%w=qc (I1<k=<n).

Unter der Hypothese, dass die Spieler angenédhert die «vorsichtige Strategie»
befolgen und damit die vorgegebene Quotenverteilung Q nicht wesentlich ver-
andern, kénnte man demnach versuchen, das Verfahren von Satz I auf Q anzu-
wenden. Es selbst gehort zur «vorsichtigen Strategie» genau dann, wenn v(Q)>0
ist; im tibrigen ist es auch nur in diesem Fall anwendbar. Allerdings: Eine Quoten-
verteilung Q, die durch Totalisation mit einem Faktor a, 0 <a <1 entsteht, ist wegen

¥(Q)=1-3.(1/g)=1-(1/a)

niemals positiv. Alfred Schreiber, Neuss
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