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88 Jiirgen Bokowski: Konvexe Korper approximierende Polytopklassen

The case n=1 corresponds to that where a polygonal cycloid is erected,
toward the interior, on each side of the fixed ¢g-gon. The (3,1)-polygonal hypocycloid
consists of just three (doubly-traced) radial segments from the center of an
equilateral triangle to its vertices; of course from (17) 4,(3,1)=0. The (4,1)-
polygonal hypocycloid is a “spiked” square; the square’s side length is twice that
of the rolling square. The (5,1)-polygonal hypocycloid is a star-shaped figure with
radial spikes; a diagram and other discussion can be found in DETEMPLE [2].

Douglas J. Baxter and Duane W. DeTemple, Washington State University,
Pullman, USA
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Konvexe Korper approximierende Polytopklassen

Es bezeichne B(m,n) die Klasse konvexer Polytope des dreidimensionalen
euklidischen Raumes E3, deren Ecken hochstens m-valent sind und deren Seiten
hochstens n Ecken besitzen, m>3,n> 3.

B(m, n) heisse approximierende Klasse der Klasse § aller konvexen Korper
des E3, wenn es zu jedem Ke§ eine Folge {P,;};.n konvexer Polytope P;e*R(m, n)
gibt, die im Sinne der Hausdorffmetrik gegen K konvergiert.

G. Ewald hat die Frage gestellt [3], welche der Klassen R (m, n) & approximie-
ren. Wir beantworten diese Frage vollstindig mit Hilfe des folgenden Satzes:

Satz. Die Klassen B(4,4), 3(3,6), 8(6,3) sind approximierende Klassen von {.

Bemerkung 1. Damit ist die Frage nach den approximierenden Klassen von &
geklart, denn die Klassen 8(3,3), B (3.,4), B(4,3), V(3,5), B (5,3) enthalten nur endlich
viele kombinatorische Klassen konvexer Polytope und kénnen daher nicht approxi-
mierend sein. Alle iibrigen Klassen enthalten eine der im Satz aufgefiihrten Klassen
als Teilklasse und sind daher approximierend.

Bemerkung 2. Eine weitergehende Frage fiir geschlossene Flachen beliebigen
Geschlechts im E3 wird mit graphentheoretischen Methoden, die bei obigem Satz
zu versagen scheinen, in einer Arbeit von G. EWALD [2] behandelt.

Bemerkung 3. Die Frage von G. Ewald [3], ob es endliche approximierende
Klassen der Klasse R aller n-dimensionalen konvexen Kérper, n > 4, gibt, bleibt offen.
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Beweis. Da die Klasse &’ der streng konvexen Kdérper mit beliebig oft differen-
zierbarem Rand die gesamte Klasse der konvexen Korper approximiert, vgl.
BONNESSEN-FENCHEL [1]. kénnen wir 0. E. Ke &’ annehmen.

Zu einem beliebig vorgegebenen ¢>0 werden wir zunéchst zeigen, dass es
ein P=P(c)eP(4,4) gibt mit K< P K,.

K, bezeichne dabei den dusseren (inneren) Parallelkérper von K im Abstand p,
sofern p=>0 (p <0).

Wir betrachten zunichst ein regulires 2 N-Eck Py in der fest gewihlten Ebene
E?c E? und die zu den 1-Seiten von P, gehorigen dusseren Normaleinheitsvektoren
nie E*j=1,...,2 N. Die Zahl NeN wird spiter geeignet (gross) gewihlt.

Die beiden zu E? parallelen Stiitzebenen an K, /» schneiden K, wegen der
strengen Konvexitét von K, ;, in jeweils genau einem Punkt 4 bzw. B. Wir definieren

K: = conv(K 4, K, . Kp)

als konvexe Hiille der beiden Kugeln K, bzw. K (mit Radius ¢ /3 und den Mittel-
punkten 4 bzw. B) mit dem Ausseren Parallelkorper von K im Abstand ¢ /2.
Fiir spatere Zwecke notieren wir: es gibt ein 6 =6 (¢) > 0, so dass

KCK_&CKCK&CKE.

E,, ..., E, seien in natiirlicher Reihenfolge angeschriebene dquidistante zu
E? parallele Ebenen. Die Anzahl M wird spiter geeignet (gross) gewihlt. Die erste
Ebene E, und die letzte Ebene E,, schneide den konvexen Korper K jeweils in den
kugelférmigen Enden, genauer:

Exn(R\NK,UKp) = 9 (k=1,M)

und E|n K 4 sowie Eyn K seien Kreise vom gleichen Durchmesser d> 0. Durch die
Wahl der Ebenen E; werden die zweidimensionalen Schnittkorper k;: = E;nK,
i=1,..., M definiert. Jedes k; ist streng konvex.

Wir betrachten in jeder Ebene E; das k; umbeschriebene Polygon p, dessen
Seitennormalen durch n;(j=1, ..., 2 N) gegeben sind. Jedes Polygon p; hat genau 2 N
Seiten S; ;.

Durch die konvexen Hiillen

h; .. = conv(S,-_IJ-,SiJ),i=2,...,M,j=1,...,2N,

ij-
sowie durch p, und p,, wird ein konvexes Polytop P begrenzt, das bis auf die Seiten
ppund p,, nur 2-Seiten mit genau 4 Ecken besitzt und dessen Ecken hdchstens 4 valent
sind.

Die Konvexitit von P erkennt man wie folgt: Da s;_; |l 5;; ist, sind die Mengen
h;; konvexe ebene Vierecke. Der bzgl. K dussere Stellungsvektor der durch 4, ; auf-
gespannten Ebene E; ; werde mit 7, ; bezeichnet.

Die Projektion zweier benachbarter Stellungsvektoren h; mit gleichem ersten
Index auf E? zeigt, dass P an der zugehorigen Kante konvex ist.
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Um zu zeigen, dass P auch an den iibrigen Kanten konvex ist, geniigt es, den
Schnitt von Ebenen mit gleichem zweiten Index j und benachbartem ersten Index
zu betrachten. Diese Ebenen schneiden sich nach Konstruktion in einer Stiitzgeraden
von K. Die ebenen Vierecke haben ausserdem einen weiteren nicht auf dieser
Stiitzgeraden liegenden Punkt mit K gemein, liegen also beide auf der gleichen
Seite der Stiitzebene durch die betrachtete Stiitzgerade. Damitist P als konvex erkannt.

Dreht man p,(k=1, M) um—72z-um eine durch gegeniiberliegende Ecken von

P gehende Gerade in pj, dann ist D, := conv {p, p;} € B(4,4). Durch geeignete
Affinitdten a;: E*— E? (a,(D,;) muss nur hinreichend «flach» ausfallen) mit E, als
Fixebene und einer zu E, senkrechten Affinitiatsrichtung erhilt man in

P: = conv(a,(D)),P,ay(Dy))

ein Polytop der Klasse 3(4,4).

Durch geniigend grosses N und geeignete Affinititen a,,a,, lasst sich P (unab-
hiangig von der Wahl der Ebenen E;i=1, ..., M) insbesondere so konstruieren,
dass P< K, gilt. Andererseits kann man durch die Wahl der Ebenen E, insbesondere
durch ihre Anzahl M immer erreichen, dass P;, > K, d.h. PoK_;,). Insgesamt
lasst sich daher ein P= P (¢) so finden, dass K< Pc= K, gilt. Damit ist die Klasse
B (4,4) als approximierende Klasse von & erkannt.

Wir denken uns nun bei der Konstruktion der k; umbeschriebenen Polygone
pi(i=2,..., M)alle Seitennormalen n;, um den gleichen (kleinen) Winkel a gegeniiber
denen bei der Konstruktion von p,_; gedreht. Damit werden die Eckpunkte von P
in den Ebenen (E)), E,, ..., E,, geandert.

Entsprechend fithren wir die mit Hilfe von a, (D)) (k= 1, M) definierten Eck-
punkte von P, die nicht in einer der Ebenen E|, ..., E, liegen, durch eine Drehung
¢p: E*> E* mit ¢, (E)=E; (k=1,M) und ¢,(4)=A, ¢,,(B)=B um den Winkel
ax (a 1= —a,a,,= Ma) in benachbarte Punkte iiber.

Die konvexe Hiille aller so neu bestimmten Punkte nennen wir wieder P.

Wihlt man a >0 geniigend klein, dann sind die neu bestimmten Punkte wieder
genau die Eckpunkte von P (nur wenig verriickt), und es gilt einerseits wie vorher
Kc Pc K,, andererseits sind aber (wie man leicht erkennt), die 4-Ecke in jeweils 2
Dreiecke iibergegangen und dies derart, dass in einer Ecke hochstens 6 Kanten
zusammenstossen, d. h. Pe B(6,3).

Durch «Abfeilen der Ecken» von P erhilt man ein Polytop P’ der Klasse 3(3,6)
mit K< P’ K,. Damit ist alles gezeigt. Jurgen Bokowski, Bochum
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