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40 Aufgaben

Da alle |xn\ > 1 sind, muss es also ein n0 geben so, dass xne{+ 1, — 1} für alle
n>n0. xn_x xn für ein n>n0 impliziert nach (6) und (7) bn_x=l (modp), also

bn_x=l, was cinxn+x 0 hefern würde. So ist xn=— xn_x für alle n>n0, also

(l+bn-\)xn-\==anxn+i un(l somit l + bn_x an für alle n>n0. Nach (6) hat man
an =/?, _7„_ x =p — 1 für diese n, was den Satz vollständig beweist.

Das Analogon zum Eulerschen Satz ist natürlich hier auch richtig: Hat £eQp
einen unendlichen periodischen /?-Kettenbruch mit einer Periode, die nicht von der
Form des obigen Satzes ist, so ist £ eine quadratische Irrationalität. Ob die
Umkehrung hiervon, also das Analogon zum Satz von Lagrange, richtig ist, bleibt ein
interessantes offenes Problem; man siehe dazu auch [5]. Jedenfalls scheinen sich die
aus dem Reellen bekannten Beweismethoden für diese Umkehrung im /7-adischen
Fall nicht zu bewähren.

In dieser Situation kann man wenigstens folgendes tun: Man nehme spezielle
quadratische Polynome der Form X2— c mit ceZ und nicht Quadratzahl; ist die

Primzahl p^2 kein Teiler von c und ist das Legendre-Symbol f— j gleich + 1,

so zerfällt X2—c über Q^, aber nicht über Q, in Linearfaktoren (X— £) (X— rj).
Nun lasse man einen Computer ein hinreichend langes Anfangsstück der /7-Ketten-
bruchentwicklung für eines der £,neQp berechnen. In den Fällen (p,c)=(5, - 1),

(7,2), (11,5), (13,3) wurden jeweils die ersten fünfhundert Elemente av,bv des

/?-Kettenbruchs tatsächlich ermittelt; dabei zeichnete sich in keinem Fall eine
Periodizität ab. Diese Rechnungen wurden auf der Anlage CYBER 76/72 von
Control Data am Rechenzentrum der Universität zu Köln durch Herrn
Dr. M. Pohst durchgeführt, der auch das Programm geschrieben hat und dem an
dieser Stelle nochmals gedankt sei.

P. Bundschuh, Universität Köln
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Aufgaben

Aufgabe 761. In einer Ebene seien ein Dreieck ABC sowie ein Punkt P gegeben.
A'B'C bezeichne das aus ABC durch Punktspiegelung an P entstehende Dreieck.
Eine durch P verlaufende Gerade schneide B'C inAx, CA' in Bx, A'B' in Cx. Man
zeige, dass sich die Geraden AAX, BBX, CCX in einem Punkt schneiden.

G. Bercea, München, BRD



Aufgaben 41

1. Lösung. Durch die 6 Punkte A, B, C,A', B', C geht genau ein Kegelschnitt K mit
Zentrum P. Es sei S der Schnittpunkt der Geraden AA x mit K und B* der Schnittpunkt

der Geraden BS und A'C. Nun wenden wir den Satz von Pascal auf das dem
Kegelschnitt K einbeschriebene Sechseck mit den Ecken B,A,C,A',B',S an.
Danach sind die 3 Punkte BB'nAA'=P, ASnCB'=Ax und BSnCA' B* kollinear.

Es gilt also B* BX, und somit liegt S auf der Geraden BBX. Ganz analog zeigt
man, dass S auch auf der Geraden CCX hegt. Die drei Geraden AAX, BBX und CCX

schneiden sich also im Punkt S auf dem Kegelschnitt K
D. Stoffer, Zürich

2.Lösung mit Verallgemeinerung. In der Ebene des Dreiecks ABC seien die getrennt
hegenden Punkte P und Q gegeben. Die Gerade d=PQ schneide BC in A0, CA in
B0, AB in C0. Die zu A0,B0,C0 bezüglich P und Q harmonischen Punkte seien

AX,BX,CX. Dann bestimmen die Punktepaare (A0,AX), (BQ,BX), (C0,CX) auf der
Geraden d die Involution / mit den Fixpunkten P und Q. Es sei AAxnBBx D.
Die Gegenseitenpaare des vollständigen Vierecks ABCD schneiden D in Punktepaaren

der Involution J. Die beiden Gegenseitenpaare (BC,AD) und (AC,BD)
hefern auf d die Punktepaare (A0,AX) und (B0,BX) von /. Da diese Punktepaare auch
der Involution / angehören, ist / mit / identisch. Da die Gerade AB des dritten
Gegenseitenpaares die Gerade d in C0 schneidet, muss die zugehörige Gegenseite
CD durch Cx gehen. Die Geraden AAX,BBX,CCX schneiden sich somit im Punkt D.
Die ursprüngliche Aufgabe ergibt sich, wenn man für Q den Fernpunkt von d wählt.
Anmerkung. Es gilt auch der zur Aufgabe duale Satz.

K. Grün, Linz, Österreich

Weitere Lösungen sandten K. Bindschedler (Kusnacht), J. T. Groenman (Groningen,

Niederlande), L. Kuipers (Mollens VS), P. Nüesch (Lausanne) und M. Vowe
(Therwil BL).

Aufgabe 762. Man zeige für alle neN: Es gibt kein n-tupel (fx(x), ...,fn(x))
nichtkonstanter Polynome mit reellen Koeffizienten derart, dass für jede natürliche Zahl
jc0 mindestens eine der Zahlen/^ (x0), ...,fn(xQ) eine Primzahl ist.

E. Teuffel, Korntal, BRD

Lösung des Aufgabenstellers. (fx(x), ...,fn(x)) sei doch ein solches «-tupel, und
zwar eines mit minimalem n. Dann ist jedes f(x) Primzahl für unendlich viele
xeN. Damit folgt aus der Lagrange'schen Interpolationsformel, dass die Koeffizienten

aller/ rational sind. Wir wählen nun jqeN so gross, dass für x^xx und

i=l,...,n folgende Bedingungen erfüllt sind: 1./,(*)> 1, 2. f(x) streng monoton
wachsend. Sei

L(x)= Z *i***. aik >o, /= i,...,«.
k=o l

Bezeichnet a den Hauptnenner aller alk, so gilt

^:=^+1/iW-/„WeN.
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Wir zeigen, dass keine der Zahlen f(xx + A) (i=l,...,n) Primzahl ist und haben
damit einen Widerspruch. Tatsächlich ist

k,

fl(xi + A)=talk(xx+A)k=f(xx) + ~t™lk Z lk)A
fc=o a*=o m=i \mj

-fi(xx) + anfx(xxy-'fn(xx)'B miXBeN.

rr—\~k-mXx

Ist diso f(x\) nicht ganzzahlig, so ist auch f(xx + A) nicht ganzzahlig. Ist aber

f(xx) ganzzahlig, also nach 1. eine natürliche Zahl>l, so enthält f(xx + A) den
echten Teilerf(xx), ist also keine Primzahl.
Weitere Lösungen sandten P. Bundschuh (Köln BRD), H. Harboith
(Braunschweig BRD) und L. Kuipers (Mollens VS).

Aufgabe 763. Man zeige für alle neN: Es gibt kein «-tupel (fx(x), ...,fn(x))
von Polynomen mindestens 2. Grades mit reellen Koeffizienten derart, dass jede
Primzahl p eine Darstellungp=f(x0) mit 1 ^ /< n und x0eN besitzt.

E. Teuffel, Korntal, BRD

1. Lösung. Angenommen, es gäbe doch ein solches n-tupel (fx(x) ...,fn(x)). Wir
dürfen dann ferner annehmen, dass es zu jedem ie{l,...,/.} unendlich viele
Primzahlenp gibt derart, dass p=ft(x) mit geeigneten xeN. Dann ist für ie{l,...,
n}:

K

fi(x)= Zö^mit^eQ,^:=^>0,/c^2.
k 0 l

Es ist klar, dass es ein p0 gibt so, dass alle Primzahlen p^p0 alsf(x) dargestellt
werden können. Bezeichnet n0(y) die Anzahl der Primzahlen p mit p^p-^y, so

gilt nach dem Primzahlsatz für grosses y

^o(y) 0/log^)(l + ö(l))>v/(21ogv). (1)

Andererseits hat man bei festem ie{l,...,n) für die Anzahl At(y) der jceN mit

Al(y) (y/al)x/kil + o(l))<2(y/al)x/2.

Daher gilt bei grossem v für die Anzahl A(y) der natürlichen Zahlen m<y, die
in der Form m =f (x) für mindestens ein / e {1,..., n} darstellbar sind:

^(y)^2v1/2Z«rl/2 :C-v1/2. (2)
i=i
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Unsere Annahme führt zu n0(y)<A(y), woraus wir mittels (1) und (2) den
gewünschten Widerspruch ableiten.

P. Bundschuh, Köln, BRD

2. Lösung. Für jedes /i-tupel (fx(x), ...,fn(x)) reeller Polynome mindestens zweiten
Grades ist die Reihe

*=1 xeN
/,(*)*0

absolut konvergent. Andererseits ist bekanntlich die über alle Primzahlen p erstreckte

Summe I l/p divergent. Daraus folgt die Behauptung unmittelbar.
E. Teuffel, Korntal, BRD

Weitere Lösungen sandten H. Harborth (Braunschweig BRD) und E. Teuffel
(Korntal BRD, 2. Lösung).

Aufgabe 764. Man bestimme den Rang der (p— l)-reihigen zirkulanten Matrix

12 p-2 p~y
23 /?-l 1

<p—11 p—3p — 2/

im Primkörper der Charakteristik/7,/7 >3.
K. Spindelböck, Graz, Österreich

Solution. Set n=p— 1 and let

a2

A=\ a2 a3

n-1
«0

n-1fln-l<*0

where a0,...,an_x are elements of the Galois field k=GF(p). Let P denote the
special case in which a0= 1, ax= • • =aM_1 0. Then P2=E, so P is non-singular,
and

(aQ
ax an-A

an_xa0 tf„_2|

ax a2 ö0
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It is well known that the cyclic matrix PA is similar to a diagonal matrix
whose elements are

X a0+axco + a2co2-I + an_xcon x,

where co runs over the n-th roots of unity. In our case the co are precisely the
non-zero elements of k:

co= 1,2, ...,n=p— 1,

by the httle Fermat theorem. It follows that rank (_4)=rank (PA)=n-s, where s

is the number of distinct zeros in k\{0} of

f(x) a0+axx+--+an_xxn-x.

For the matrix in our problem,

f(x)=l + 2x + 3x2+--*+(p-l)xP-2

(l+X + JC2+----r-^~1)'

_(xP~i y~\x-l
(x-iyv
x-l

(p-i)(x-iy~2.
Hence x= 1 is the only zero off(x), so s= 1 and rank (A)=p- 2.

Harley Flanders, Tel Aviv, Israel

Weitere Lösungen sandten P. Addor (Bern), H. Augustin (Saarbrücken BRD), C.
Bindschedler (Kusnacht), P. Bundschuh (Köln BRD), H. Harborth (Braunschweig
BRD), W. Herget (Braunschweig BRD), L. Kuipers (Mollens VS), D. Stoffer
(Zürich), und M. Vowe (Therwil BL).

Neue Aufgaben

Die Lösungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben in Maschinenschrift
erbeten bis 10. Oktober 1977 an Dr. H. Kappus. Dagegen ist die Einsendung von
Lösungen zu den mit Problem A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin
gebunden.
Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungelöst: Problem 601A (Band
25, p.67), Problem 625B (Band 25, p.68), Problem 645A (Band 26, p.46), Problem
672A (Band 27, p.68), Aufgabe 680 (Band 27, p. 116), Problem 724A (Band 30,

p.91), Problem 764A (Band 31, p.44).
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Aufgabe 783. Es bezeichne [x] die grosste ganze Zahl <x. A sei die durch
ax= l,an+x [an + 2ya~r/\, neN definierte Teilmenge von N. Ferner seien B
{12,22,32, ...}undC={l,161,162,.. }. Man beweise, dass An B= C.

(Vgl. Problem E2619*, Amer. Math. Monthly, Vol. 83, p. 740, 1976.)
E. Trost, Zürich

Aufgabe 784. Ist keine der positiven ganzen Zahlen a,b,ab eine Quadratzahl, so
werden durch

(l-hV^+\^ + V^)n x„+7„vT + z„VT + ^wVr^,« 0,l,...

eindeutig vier ganzzahlige Folgen (xn), (yn), (zn), (wn) definiert. Man zeige, dass diese
vier Folgen derselben 4gliedrigen Rekursionsformel genügen und dass jede derselben

als Summe von vier geometrischen Folgen mit verschiedenen Quotienten
dargestellt werden kann. Man beweise schliesslich, dass für alle n die Determinante

^«-JV^Oist.
J. Binz, Bolligen

Aufgabe 785. Als Ableitung einer «-stelligen Folge aus Nullen und Einsen (0—1-
Folge) sei diejenige (n— l)-stellige 0— 1-Folge definiert, deren /—te Ziffer durch die
Summe (mod2) aus i—ier und (/+ l)-ter Ziffer der Ausgangsfolge gegeben ist.
Welches ist die grösstmögliche Anzahl von Einsen, die insgesamt in einer n-
stelhgen 0— 1-Folge zusammen mit allen n— 1-Ableitungen vorkommen können?

H. Harborth, Braunschweig, BRD
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Es handelt sich um die Übersetzung von Elements d'Analyse, Tome II (Gauthier-Villars, Paris 1969)

Kapitel 12 ist knapp gehalten und in Anbetracht auf die spateren Anwendungen auf das Studium
separabler metnsierbarer Unterraume umformisierbarer Räume ausgerichtet Weitere wichtige Gegenstande

sind die topologischen Gruppen sowie der Satz von Baire (m einer recht allgemeinen Form) mit
Anwendungen Kapitel 13 handelt von der Integrationstheorie auf metnsierbaren separablen lokalkompakten

Räumen Naturgemass ist ein grosser Teil dieses Kapitels masstheoretischen Fragen gewidmet
Kapitel 14 ist unter anderem eine Vorbereitung fur die in einem spateren Band folgende Theorie der Lie-
Gruppen Es wird jedoch Wert auf die Feststellung gelegt, dass die Integrationstheorie auf einer
metnsierbaren separablen lokalkompakten Gruppe unabhängig von jeder Differentialstruktur entwickelt
werden kann Kapitel 15 ist eine Weiterfuhrung des Kapitels 11 des ersten Bandes Es folgt dem Konzept
der Gelfandschen Theorie der normierten Algebren Zentral ist hier die Frage der Darstellung von
Algebren mit Involutionen als Operatoralgebren von Hilbertraumen

Wie im ersten Band smd die einzelnen Abschnitte von Aufgabenserien begleitet, die sehr oft auch
Ausblicke in nicht behandelte Gegenstande gewahren Dieser zweite Band schhesst sich in seiner
Tragweite würdig an den ersten an J Ratz
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