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Ist C der Fernpunkt der x-Achse, so ist P, der allen Kegelschnitten von {x}
gemeinsame Scheitelpunkt. Die Achsenhiillparabel zerfillt in die doppelt zu zéih-
lende Gerade mit der Gleichung y=p. In diesem Sonderfall gehort der Riickkehr-
kreis r dem hyperoskulierenden Kegelschnittbiischel an.

Eberhard Schroder, Technische Universitit Dresden, DDR
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Kleine Mitteilungen
Eine Bemerkung zu einer Integralformel von Cauchy

1. Nach einer im dreidimensionalen euklidischen Raum von CAaucHy [1] 1841
gefundenen Beziehung lasst sich die Oberfliche eines konvexen Korpers als Integral
iiber zweidimensionale Inhalte darstellen, die sich durch Normalprojektion des Ei-
korpers ergeben. Es gilt die Integralformel

1
Fiy=— | /. wdu, M

in der 4 einen konvexen Kérper mit inneren Punkten, f(4,u) den Flicheninhalt des
Normalrisses von 4 in Richtung u auf die Ebene E () bezeichnet; du bedeutet die
Richtungsdichte, d.h. das Flichenelement der Einheitskugel, iiber die sich die
Integration in (1) wie stets im folgenden erstreckt. Unter Verwendung von (1) kann
F(A) nach oben abgeschiatzt werden, indem man den Normalriss f(4,u) allge-
meiner durch Parallelprojektion von 4 in Richtung u auf die Randfliche K einer
Kugel K ersetzt, fiir die A = K gilt. Es ergibt sich, dass in der aufzustellenden Un-
gleichung das Gleichheitszeichen genau dann eintritt, wenn 4 eine zu K konzen-
trische Kugel ist.

2. Zunichst zu diesem Spezialfall: Seien 4 und K konzentrische Kugeln mit
den Radien r bzw. R=r, F(4) bzw. F(K)=4nR? ihre Oberflachen, sowie fx die
Mantelfliche der Kugelhaube von K mit Grundkreisradius r. Dann gilt fy=2nRh=
27R(R—V/R?*—r?) (Abb.1). Mit fi:=27R(R+ VR —r})=4nR>*—f ergibt sich
aus (1):
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Abbildung 1
F(A)=—:C—j7zr2du= j (R—VR*=1) - (R+VR*=r)du
~F® jan(R—\/RTZ?)-an(Rﬂ/P—_rf)du,
Fy F0O=- | fi frdum— | fi- PO~
= %F(K) J deu——}z— j Rdu. )

Da fx in (2) nicht von u abhingt, kann die Integration iiber die Finheitskugel
unmittelbar durchgefithrt werden. Die geometrische Deutung von (2) besteht in
folgendem: Die Oberfliche F(A) ist bestimmt durch die Oberfliche F(K) und
durch den Inhalt fi der Parallelprojektion der Kugel 4 auf die Randfliche K
von K.

3. Ersetzt man A durch einen beliebigen Eikérper mit inneren Punkten, der in
der Kugel X enthalten ist, so wird aus (2) eine Ungleichung. Man kann dies so ein-
sehen: Sei f(x) der Flicheninhalt des Normalrisses von 4 auf E (u), entsprechend
fx(u) der Inhalt der Parallelprojektion von 4 in Richtung u auf K. Das ebene
Fliachenstiick f(u) ersetzen wir dann durch eine inhaltsgleiche Kreisscheibe mit
Zentrum P (Abb. 1) und Radius r, analog das sphirische Fliachenstiick fx () durch
einen mit fx () inhaltsgleichen Kalottenmantel auf K mit Zentrum Q (Abb. 1) und
Grundkreisradius rg. Fiir jedes u besteht dann die Ungleichung

O<r=rg, 3)

und es gilt r=rg fiir ein ¥ genau dann, wenn der Normalriss von 4 auf E (u) ein
Kreis, also der Riss auf K Mantel einer Kugelkalotte ist. Nach einem Ergebnis von
FunwAaRra [2] und KuBoTa [3] ist im Fall r=rg fiir alle # der Eikorper A4 eine mit K
konzentrische Kugel mit Radius r. Mittels (1) und (3) ist F(4) folgendermassen
abschitzbar:
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F(A)=~l— jf(u)du=i j' nr (u)du= j i (u)du

/A /4

1
=j(R—~\/.m)- (R+\/E2Tr7,;)du=—-———nF(K) jf,(-f;(du
=g | e FEO—fdu. @

In (4) bedeuten fx:=27R(R—V R*—r%) und fi:=27nR(R+V R2—r%) die
Mantelflichen der beiden Kalotten von K mit dem Grundkreisradius rg. Das
rgebnis lautet:

1 1
F(d)- F(K)=—F(K) yfx(u)du“—n“ jﬁ((u)du. )

Gleichheit besteht in der Ungleichung (5) genau im Fall r=r fiir alle u, folg-
lich fiir alle mit K konzentrischen Kugeln 4 c K.
P. Meyer, Braunschweig
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Uber den Durchschnitt einer abnehmenden Folge von Parallelepipeden

Von Borovikov [1] stammt der erste Beweis der folgenden, von Kolmogorov
vermuteten Aussage: Ist $;>S5,>--- eine monoton abnehmende Folge von
Simplexen der Dimension <d des d-dimensionalen euklidischen Raumes R? dann
ist auch NS, ein Simplex. Einen anderen Beweis dieses Resultates haben EGGLE-
STON, GRUNBAUM und KLEE [2] angegeben. Wihrend der Beweis von Borovikov
direkt ist, verwenden sie als Hilfsmittel Kennzeichnungen der Simplexe, die auf
ROGERs und SHEPHARD [6] bzw. Choquet (vgl. PHELPS [5]) zuriickgehen. Mit Hilfe
des Begriffes der Choquet-Simplexe wird das Ergebnis auch auf den unendlich-
dimensionalen Fall iibertragen. Ferner skizzieren Eggleston, Griinbaum und Klee
einen anderen Zugang zu dem Borovikovschen Resultat.

Fiir Kugeln und Ellipsoide iiberlegt man sich leicht analoge Resultate. Das
legt folgende, allgemeine Frage nahe: Welche (moglichst engen) Klassen von (abge-
schlossenen, konvexen) Teilmengen des R? haben die Eigenschaft, dass sie mit jeder
monoton abnehmenden Folge auch deren Durchschnitt enthalten? Eine ent-
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sprechende Frage fiir aufsteigende Folgen und (die abgeschlossenen Hiillen der)
Vereinigungen liegt auf der Hand.
Wir zeigen dazu den folgenden

Satz. Ist {P,|1 € I} eine Familie von Parallelepipeden der Dimension <d im R?,
die beziiglich der Inklusion nach unten gerichtet ist, dann ist auch N{P,|1 € I} ein
Parallelepiped im R?.

Speziell ist also der Durchschnitt einer monoton abnehmenden Folge von
Parallelepipeden wieder ein Parallelepiped. Ist der Durchschnitt d-dimensional, so
ist - ebenso wie im Fall der Simplexe - der Beweis sehr einfach (vgl. auch [2]). Zum
Beweis des allgemeinen Falles verwenden wir die folgende Kennzeichnung der
Parallelepipede von HARAZISVILI [4]:

Hilfssatz. Ist P<R¢ kompakt und konvex, so ist P genau dann ein Parallelepiped,
wenn es eine Zahl A € 10,1[ gibt, so dass fiir jedes x € R? der Durchschnitt P~ (AP + x)
(leer oder) zentralsymmetrisch ist.

Wir zeigen zuerst folgende Aussage:

Ist C;>Cy> - - - eine monoton abnehmende Folge
von kompakten, konvexen und zentralsymmetrischen Teil- (1)
mengen des R? dann ist auch NC;, zentralsymmetrisch.

Dazu sei C;, C,, ... eine derartige Folge. Offenbar gilt
(k) Teilfolge von (k)= ﬂCkl =NC, 2)
» ﬂCk={}(i§1ka|xl € C1,xy € Cy, ..., (xg) konvergent} . 3)

my, m,, ... seien die Mittelpunkte von C;, C,, ... Da (m,) eine beschrénkte Folge
im R¢ ist, besitzt sie eine konvergente Teilfolge. Wir bezeichnen diese Teilfolge
mit (m; ) und ihren Limes mit m. Es sei nun x € NC,. Dann ist x € Cipp Cry -+
Da my,,my,, ... die Mittelpunkte von C; ,Cy,, ... sind, ist auch 2m; —x e Gy,
2my,—x € Ciy --- Aus (2), (3) folgt daraus 2m—-x=}i£noo(2 my, —x) € NC. NCy, hat
also m als Mittelpunkt, und (1) ist bewiesen.

Zum Beweis des Satzes geniigt offenbar der Nachweis der folgenden, schwi-
cheren Aussage:

Ist P> P,> - - - eine monoton abnehmende Folge
von Parallelepipeden im R? dann ist auch 4)
NP, ein Parallelepiped.

Es sei P, P,, ... eine derartige Folge. Wir halten ein A€ ]0,1[ fest. NP, ist
kompakt und konvex. Ferner ist fiir jedes x € R? der Durchschnitt (0 P;) ~ (ANP, + x)
gleich N(P,n (AP, +x)), also leer oder als Durchschnitt einer monoton abneh-
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menden Folge von Parallelepipeden nach (1) selbst zentralsymmetrisch. Daraus
und aus dem Hilfssatz folgt (4) und der Beweis des Satzes ist erbracht.

Vermutlich kann man die eingangs gestellten Fragen auch fiir die Klasse der
Teilmengen des R? positiv beantworten, die sich als direkte Summen der Form
S$985,D-.-®DS,®&C®L darstellen lassen. Dabei bezeichnen S, ..., S, Simplexe
und C und L einen simplizialen Kegel bzw. einen Unterraum des R (vgl. [3]).

Peter M. Gruber, Universitit Linz, Osterreich
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Aufgaben

Aufgabe 757. Webb has shown (El. Math. 29 [1974], 1-5) that if p is a prime,
k an integer, k>4 and pt k, and if there are integers x, y,z(0<x<y<z) such that

kK 1 1 1
p x y z
then x <2p/k unless eitherk|2p+1and x=(2p+ 1)/k,ork|p+1and x=2(p+1)/k.
Show that this result is sharp, in the following sense: given an integer k>4 and a
real number ¢, 0<e <2, one can find an arbitrarily large prime p with pfk, and
integers Xx,y,z(0<x<y<z) such that (*) holds and that 2—e<kx/p<2. (Note
that this does not answer the question in Webb’s paper, of how close to 2 (p+ 1)/k
the smallest value of x, among all solutions of (*), can be.)
J. Steinig, Geneva

Losung des Aufgabenstellers. We consider rationals of the form

11 1 @x+Dp+l.

+ +
x x+1 x&x+Dp x(x+1)p

**)

we choose the positive integer x such that (x + 1)"!<e¢,and that 2x+ 1,k)=1.Thenwe
have (2x+ 1,kx (x+ 1)) =1, and we can solve the congruence



	Kleine Mitteilungen

