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Analog zur Herleitung des Satzes 1 ist diese Kongruenz dquivalent zur Kon-
gruenz (xy~1)2 = g(mod $), und diese ist genau dann unlésbar, wenn g quadratischer
Nichtrest von p ist.

Als Verallgemeinerung des Satzes 1 erhalten wir also den

Satz 2
Ist ¢ quadratischer Nichtrest von p, so ist [Z,%; @, O,] ein Galois-Feld GF(p?).

P. Hohler, Olten
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Aufgaben

Aufgabe 741. In einem Dreieck 4 BC seien A’, B’,C’ und A,, B,,C, die Mittel-
punkte bzw. die Hohenfusspunkte der Seiten BC, CA, AB. In der Dreiecksebene
seien noch ein Punkt P und die zu P symmetrischen Punkte P,, P,, P, in bezug auf
B'C', C'A’, A’ B’ gegeben. Man zeige, dass die Kreise mit den Durchmesserstrecken
A,P,, B,P,, C,P, und der Feuerbachsche Neunpunktekreis des Dreiecks 4 BC sich
in cinem Punkt schneiden. G. Bercea, Miinchen, BRD

Losung: Es sei d der durch P gehende Durchmesser des Umkreises w (Mittel-
punkt M) von AABC und A* der Fusspunkt des Lotes durch A auf 4. Der Kreis mit
der Durchmesserstrecke AM geht durch A*. Das Spiegelbild dieses Kreises in bezug
auf B’C’ist der Neunpunktekreisv des Dreiecks A BC, d.h. der Umkreis von 44’ B’ C".
Deshalb liegt das Spiegelbild D von A* an B'C’ auf ». Daraus folgt, dass die Spiegel-
bilder B* und C* von D an A'C’ bzw. A’ B’ in einer Geraden liegen mit A*. Diese
Gerade geht bekanntlich durch den Héhenschnittpunkt von 44’ B’ C’, d.h. also durch
M. Es liegen B* und C* deshalb auf d. Man hat offenbar: C' A* = C’'D = C’' B*. Wird
die Mitte der Strecke 4*B* mit E bezeichnet, so ist folglich C'E | A*B*; deshalb:
C'E [| AA*. Dann ist auch BB*||AA*, also BB* | d. Ebenso gilt: CC* | d. Weil
A*D | BC, B*D | CA und C*D | AB, folgert man aus dem Obigen, dass D der
Orthopol der Geraden d ist in bezug auf 44 BC. Der Kreis mit der Durchmesser-
strecke 4,P, ist offenbar das Spiegelbild an B’'C’ des durch A* hindurchgehenden
Kreises mit der Durchmesserstrecke 4 P. Der zuerst genannte Kreis geht deshalb
durch D. Dasselbe gilt fiir die Kreise mit den Durchmesserstrecken B, P, bzw. C,P,.

Bemerkungen: 1. Die obige Losung enthilt zugleich einen Beweis fiir den be-
kannten Satz: Der geometrische Ort der Orthopole der Durchmesser des Umkreises
ist der Neunpunktekreis. '

2. Man zeigt unschwer, dass auch der Fusspunktekreis von P beziiglich 44 BC
durch P geht.

O. P. Lossers, Eindhoven, Niederlande
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Weitere Losungen sandten O. Bottema (Delft, Niederlande), J. T. Groenman
(Groningen, Niederlande), K. Griin (Linz, Osterreich), L. Kuipers (Mollens VS) und
J. Quoniam (St-Etienne, Frankreich).

Aufgabe 742. Ein Ring R mit Einselement 1 heisst lokal, falls er ein Ideal I
besitzt derart, dass R~ I die Einheitengruppe von R ist. Bekanntlich ist dann der
Quotientenring R/I ein K&rper. Man beweise: Ist R ein lokaler Ring und hat R/I
eine von 2 verschiedene Charakteristik, so gibt es genau ein Element a von R mit
a = 1lund a? = 1.

H. Liineburg, Kaiserslautern, Bundesrepublik Deutschland

Lésung: Fir jedes Element z von R wird die Restklasse von z modulo I mit [z]
bezeichnet. Wegen char(R/I) % 2ist [1] 4 [1] # [0], also 1 + —1.

1. Fir z€ R~ Iist (2] + [0]. Da R/I ein Korper ist, so folgt [z + 2] = [z] + [z]=
ZN[1] + 1) *+ [0], also 2+ z2€ R 1.

2. Wir nehmen an, es gebeeinx € Rmitx2 =1, x + 1, x & —1. Es folgt (x + 1)
(x—1) =%%—1=0, also sind ¥ + 1 und x — 1 nicht Einheiten von R. Somit gilt
x+1el, x—1€l, alsox+x=(x+ 1) + (x — 1) € I. Andererseits ist x wegen
%% = 1 eine Einheit von R, also x € R~_I und folglich wegen 1) x + x € R~_I. Das
ist ein Widerspruch.

Aus 2. folgt, dass 1 und —1 die einzigen Losungen von x2% = 1 sind. Wegen
1 + —1 folgt daraus die Behauptung.

Chr. A. Meyer, Bern

Weitere Losungen sandten J. Binz (Bolligen BE) und O. P. Lossers (Eindhoven,
Niederlande).

Aufgabe 743. Am ebenen Dreieck mit Inkreisradius », Umkreisradius R und
Umfang 2 s gibt es beliebig viele richtige Aussagen der Form
Ryr—2r s2—-27r2 2s2—-2TRvr R:—2Rv
0 < < < <
- 1 - A B C
R2— 42 27 R*— 45?2
< <
- D - E

mit positiven reellen Zahlen 4 bis E. Man berechne der Reihe nach die maximalen
derartigen 4, B,C, D, E. I. Paasche, Miinchen, BRD

Lésung: Fiir jedes Dreieck A setzen wir x = R/r, y = s/r. Dann ist immer x = 2
mit GGF (Gleichheit im gleichseitigen Fall und nur dann; [1], 5.1). Ebenso ist y2 = 27
mit GGF ([1], 5.11). Es ist klar, dass » alle Werte = 2 und y? alle Werte = 27 an-
nehmen koénnen. Aus [1], 13.8 folgt, dass einem geordneten Paar (x, y) von positiven
Zahlen mit x = 2 dann und nur dann in der obigen Weise ein Dreieck entspricht,
wenn folgende beiden Ungleichungen gelten:

Y2=2x24+10x—1—2(x—2) /22— 2% (o)
P <2424+ 105—14+2(x—2) )22 -2 B
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Gleichheit in einer dieser Ungleichungen bedeutet, dass A gleichschenklig ist,
Gleichheit in beiden, dass 4 gleichseitig ist.

In [2] ist bewiesen worden, dass die Behauptungen Blundons aus [1], 5.9 falsch
sind. Wir miissen daher auf die schwierigeren Ungleichungen von [1], 5.10 zuriick-
greifen. Wir kombinieren sie mit («) und (8) und bekommen folgende logischen Aqui-
valenzen:

VEZf(x) =242 4+10x—1—-2(x—2) Y22 —2x = f (%) ()
VSFH)=2x24+10x—1+2(x—2) a2 —2x < f(x). ©)

Hier und tiberall im folgenden muss man die Klausel «fiir alle A» hinzudenken.
Einzeln lauten die sechs Ungleichungen der Aufgabe:

227
M o0<x-2, m s-zsX-=,
y: — 27 29y —27x 292 —27x x*—2x
III < v < ;
22 —2x x2—4 %2 —4 27 x2— 442
< < A
e £ e

Aus der Einleitung ist ersichtlich, dass alle sechs Ungleichungen trivialerweise
richtig sind mit ¢=» im gleichseitigen Fall. Uber (I) haben wir oben schon alles gesagt.
Wir wollen im folgenden zeigen, dass auch die {iinf iibrigen alle wahr sind fiir passend
kleine Werte von 4, B/A, C|/B, D|C, E[D. Es wird sich zeigen, dass (II), (III), (IV),
(V) im maximalen Fall mit GGF gelten, aber, iiberraschend genug, nicht (VI).

(IT) lasst sich als y2 = Ax + (27 — 24) schreiben. Wegen (y) kann man ebenso-
gut

(x—2)2x4+14—A) =2(x—2) Y22 -2« (1)
betrachten. Wenn x > 2 gilt, kann man (1) durch x — 2 teilen und bekommt so
2x+14—-A=2)x2-2x. (2)

Aus Stetigkeitsgriinden gilt (2) auch noch fiir x = 2. Da (2) = (1) trivial ist, hat man
daher (1) <> (2). In (2) nehmen wir x = 2 und bekommen 4 = 18 als eine notwendige
Bedingung fiir (IT). Wir setzen daher nun 4 < 18 voraus. Wir diirfen dann ersichtlich
(2) quadrieren. So bekommen wir die zu (2) dquivalente Ungleichung

(16 — A)x+ (7— 1/, 4)2 = 0. (3)

Fir 16 < 4 < 18 ist (3) falsch, wenn x gross genug ist, fiir 4 < 16 dagegen wahr.
Folglich ist max 4 = 16. Mit 4 = 16 lautet (3): 1 > 0. Daher gilt auch (2) mit «>»,
und man schliesst, dass (II) mit GGF gilt.

Mit 4 = 16 kann man (III) als

(32 — B) ¥t = 27 (16 x — B) (4)

schreiben. Fiir B = 32 lisst sich (4) zu x < 2 reduzieren und ist daher falsch. (4) ist
dann auch falsch fiir grossere Werte von B. Wir setzen daher nun B < 32 voraus,
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Bei (y) werden wir nun (4) durch

(32— B) 22— (56 + 5B) x + 14B — 16 = (32 — B) (x — 2) /2® — 2 x (5)
ersetzen. Wir teilen durch x — 2 und sehen wie oben ein, dass (5) mit
(32— B)x+ (8—7B) = (32 — B) /2 — (6)

dquivalent ist. x = 2in (6) liefert die kréftigere notwendige Bedingung B < 8 fiir (III).
Unter Voraussetzung von B < 8 quadrieren wir (6), reduzieren und finden

(32— B)(80—-16B)x+ (8 —7B)2 = 0. (7)
Ganz wie oben schliesst man nun, dass max B = 5 ist, und dass (III) fiir B = 5 mit
GGF gilt.

Mit B = 5 reduzieren wir (IV) zu

2Cy2 =542+ (27C — 10) x . (8)

Wir benutzen diesmal (), reduzieren, teilen durch x — 2 und bekommen die mit (8)
dquivalente Ungleichung
(5—-4C)x—C=4CYx2—2x. (9)

x = 2 gibt die notwendige Bedingung C < 10/9 fiir (IV). Unter Voraussetzung dieser
Bedingung quadrieren wir (9) und bekommen die mit (9) dquivalente Ungleichung

(25 — 40C) 2% + (40C2 — 10C) x + C2 = 0. (10

Wenn C > 5/; ist, gilt (10) nicht fiir geniigend grosse x. Wir kénnen daher unsere
notwendige Bedingung zu C =< 5/ verschirfen. Wir schreiben nun (10) um zu

(x — 2)((25 — 40C) x + 40 (1 — C) (3/, — C)) + (9C — 10)2 = 0. (11)

Fiir C < 5/gist (11) ersichtlich richtig mit « >». Daher ist max C = 5/, und (IV) gilt
im maximalen Fall mit GGF.

Mit C = 5/ lasst sich (V) schreiben als

(*x—2)((5—-8D)x+10)) = 0.
Hieraus sieht man, dass (auch) max D = 5/g, und dass (V) im maximalen Fall gilt
mit GGF.

Mit D = 5/4 schreiben wir (VI) als

20 y* =< (135 — 8E) x? 4 32E. (12)

Um die unvermeidlichen Schwierigkeiten etwas zu vermindern, setzen wir F = 8E
und z = x — 2. Wir verwenden nun (§), unterdriicken den gemeinsamen Faktor z
(wie mehrmals frither) und bekommen so die zu (12) dquivalente Ungleichung

95— F)z+4@45—-F) =402+ 2z, (13)

z = 0 liefert die notwendige Bedingung F =< 45 fiir (VI). Wir setzen ' =< 45 voraus,
quadrieren (13), reduzieren und finden die zu (13) dquivalente Ungleichung

(F2 — 190F + 7425) 22 + 8 (F2 — 140 F + 3875) 2 + 16 (F — 45)2 = 0.  (14)
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Da F <45 ist, ist F2— 190F + 7425 = (55 — F) (135 — F) > 0. Das Polynom
Pyg(z) links in (14) ist also vom Grad 2 mit positivem Leitkoeffizienten. Die Diskri-
minante von Py(z) ist
dr = 51200 (F2 — 40 F — 25) .

Das Polynom #* — 40¢ — 25 hat die zwei Wurzeln 20 + 5 V17 = 40,6155 und 20 —
5 /17 & — 0,6155. Fiir 0 < F <20+ 5 }/17 ist dg < 0, und (14) und somit auch
(VI) gelten. Wir nehmen dann F = 20 + 5 J/17. Dann ist dg = 0. (14) und (VI) sind
daher noch richtig, aber (14) ist eine Gleichung fiir
— 4 (F2— 140 F +3875) 517 — 13

F2 —190 F + 7425 16 '

4

Wir berechnen hierzu x = z 4 2 und y2 aus (12) mit «=». Wir bekommen

v 517 + 19 R 374+9)17 .
16 2

Fiir das zugehérige Paar (x, ) gilt (8) mit «=» Mit E = (20 4 5 /17)/8 gilt also (VI),
und Gleichheit tritt ein fiir ein gleichschenkliges, nicht gleichseitiges Dreieck. Hieraus
schliesst man sofort, dass
20 + 5)/17

3 .

Zusammenfassung: Die der Reihe nach bestimmten maximalen Werte von
A, B, C, D, E lauten 16, 5, 5/8, 5/8, (20 + 5 }/17)/8.

Anmerkungen: Aus [1], (5.9) wiirde man fdlschlicherweise max E = 35/8 ge-
schlossen haben, die anderen Ergebnisse wiren aber richtig geworden.

max E =

LITERATUR
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Teillosungen sandten O. P. Lossers (Eindhoven, Niederlande) und M. Vowe
(Therwil BL).

Aufgabe 744. Es sei 2 = p, < p, < .... die Folge aller Primzahlen, und fiir
jedes natiirliche » bezeichne g, die kleinste Primzahl, welche kongruent 1 modulo 2,
ist. Man zeige, dass

=%

D) L < oo gilt.

ne=1 qn

P. Erdés, Budapest, Ungarn
Lésung: Man setze ¢(p): = min {x | » = 1 (mod p), » prim}
und hiermit

1
S D= —_—
@ =2 %



Aufgaben 71

Es sei A (#) 4 oo und derart, dass

1
— <
>
Dann ist
SW=X o ¥ V(%) + W ()
S (x) = _— — x x) .
p<Lx Q(P) p<x Q( )
q(p) < ph(pP) q(p)>Dh(p)
Esist
x < —,
7 Z’h
Essei2 <z <. Dann ist
V (y,2) 2 f > - Z’
v, 2) ¢ — e - o
(P =1 :<p<y 1+2m{) m 75
Q(P)<Ph(1’) q(P) < ph(p) P pri
9(p)=1+2mp s

Nach Erdos gilt (K. Prachar, Primzahlverteilung, Satz II. 4.5)

¢ m

7 (¢, m) : =1é:1 <K oz pim) °

1+2mp prim
Die innere Summe ist daher

Yy y Yy
dne (¢t; m) 7 (¢, m) 7 (¢; m) 1 m
=/ 1 ]*‘/ S T

z I 4 b4
mit einer absoluten Konstanten L.
Also ist

Viy,2) <M lolg vy mit einer absoluten Konstanten M.
og 2

Nun sei 2=1x, <... <%, < ... eine Folge natiirlicher Zahlen. Es sei x >3 vor-
gegeben. Es sei n derart, dass x,, _; < x < x,,.
Dann ist

log & (%, +1)
Vix) <=V (x,,1) ZV mi1r ¥ <M2 =

s logx,

Nun wahle man etwa

h(t): =logtund x,,: = om?,

Dann folgt
X log (m + 1)

m=1 m2

mit einer absoluten Konstanten N.

R. Warlimont, Regensburg, BRD

Vx) <N

Eine weitere Losung sandte D. Wolke (Clausthal-Zellerfeld, BRD).
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Neue Aufgaben

Die Losungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben in Maschinenschrift
erbeten bis 10. Dezember 1976 an Dr. H. Kappus. Dagegen ist die Einsendung von
Losungen zu den mit Problem ... A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin
gebunden.

Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungel6st: Problem 601 A (Band
25, p. 67), Problem 625 B (Band 25, p. 68), Problem 645 A (Band 26, p. 46), Problem
672 A (Band 27, p. 68), Aufgabe 680 (Band 27, p. 116), Problem 724 A (Band 30,
p- 91), Problem 764 A (Band 31, p. 44).

Aufgabe 765. Es sei fiir reelle x = 2
fx) = f(x) = V=], fHx) = F*-1(f(0), k= 2,3, ...
Man bestimme
n(x) = min {k € N | f¥(x) = 1}.
R. Wyss, Flumenthal SO

Aufgabe 766. Es sei P ein konvexes Polyeder des d-dimensionalen Raumes E¢
und F eine (d — 1)-dimensionale Seitenfliche von P mit der Flichennormalen u. F
heisse dominant, wenn 7, (P) = &,(F). Dabei bedeute 7, die Projektion in Richtung «.
D,(P) bezeichne die Anzahl der dominanten Seitenflichen von P. Welche Werte
kann D, (P) annehmen ?

Ch. Meier, Bern

Aufgabe 767. Eine unendliche Folge {#,} natiirlicher Zahlen heisse Irrationa-
litdtsfolge (IF), wenn jede konvergente Reihe der Form

(tm;)? (t; ganz positiv) (1)

e

[

g =

eine irrationale Zahl darstellt. Z.B. ist {sz} eine IF. Es ist zu zeigen: 1. Ist {n}
eine IF, so ist jede Reihe (1) konvergent. 2. Es gilt lim #,1/* = oo

k—o0
P. Erdés, Budapest

Aufgabe 768. Es sei » eine zusammengesetzte natiirliche Zahl. Man zeige, dass
die Kongruenz

- 21 = 1 (mod ») (1)

dann und nur dann nur die triviale Losung x =1 (mod #) besitzt, wenn (n — 1,
@(n)) = 1 (p ist die Eulersche Funktion). Damit wird eine Frage von K. Szymiczek
iiber Pseudoprimzahlen (beziiglich x) beantwortet.

Peter Kiss, Eger, Ungarn
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