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«Hohenschnittpunkte» fiir #-Simplizes

Die Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt. Fiir die H6hen eines
Simplexes der Dimension # > 2, d.h. # + 1 Punkte in R™, die nicht in einem (n — 1)-
dimensionalen affinen Unterraum liegen, gilt das nur noch in Ausnahmeféllen. Nun
hat der Hohenschnittpunkt eines Dreiecks aber auch noch andere ausgezeichnete
Eigenschaften in Bezug auf das Dreieck, z. B. liegt er auf der Eulerschen Geraden und
ist Inkreismittelpunkt des von den Hohenfusspunkten gebildeten Dreiecks; der
Schwerpunkt teilt die Verbindungsstrecke von Hohenschnittpunkt und Umkreis-
mittelpunkt im Verhiltnis 2:1 usw. [2]. Man kann deshalb versuchen in beliebigen
n-Simplizes Punkte zu finden, die eine oder mehrere zu diesen analoge Eigenschaften
haben und im Fall der Existenz eines Hohenschnittpunkts mit diesem zusammenfal-
len. In der vorliegenden Note fithren wir das an Hand einer Verallgemeinerung des
Satzes vom Feuerbachschen Kreis (§§ 1,3) durch. Als Hilfsmittel fiir die Darstellung
benutzen wir den Bosschen Kalkiil (§ 2, [1]).

Diese Uberlegungen stehen in engem Zusammenhang mit [3], wo ihr Ursprung
beschrieben und weitere Motivation zu finden ist.

§1. Der Satz vom Feuerbachschen Kreis (Neunpunktekreis)

Definition. Der Feuerbachkreis eines Dreiecks ist der Umkreis des von den
Mittelpunkten der Dreiecksseiten gebildeten Dreiecks.

Satz 1. Auf dem Feuerbachkreis eines Dresecks liegen ausser den Mittelpunkten der
Dretecksseiten auch noch die Hiohenfusspunkte und die Mittelpunkte der Verbindungs-
strecken vom Hohenschnittpunkt zu den Ecken des Dreiecks.

Auf einen Beweis oder das Zitat eines Beweises kénnen wir hier verzichten, weil
es sich um den 2- dimensionalen Fall des Satzes handelt, den wir fiir die Dimensionen
n > 2 in § 3 beweisen werden.

Um das bequem tun zu konnen, wiederholen wir im folgenden kurz die Grund-
ideen des Bosschen Kalkiils.

§2. Der Bossche Kalkiil

Fiir die folgenden Betrachtungen legen wir einen festen euklidischen Raum ¢
zugrunde. Zeichnen wir einen Punkt $ € € als «Grundpunkt» oder «Aufpunkt» aus,
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so konnen wir die Punkte von € als Vektoren auffassen und erhalten die Struktur
eines Vektorraumes mit Skalarprodukt. Wir schreiben dann x + y und /‘ll;x (x,y € G,

A € R) fiir die Punkte, die der Summe der «Vektoren» x und y bzw. dem A-fachen
des «Vektors» x entsprechen; ausserdem bezeichne xi’ y| das Skalarprodukt der

«Vektoren» x und y. Soweit der Aufpunkt p durch den Context bestimmt ist, schreiben
wir auch kurz: x 4+ y bzw. Ax bzw. [x, y].
Bemerkenswert ist, dass ein Term der Form

AoXo+ Mz + -+ 4% (1)

unter der Voraussetzung

%‘z,: 1 2)

fiir jeden Aufpunkt p den gleichen Punkt von € beschreibt. E benso hat etn Skalayrpunkt
der Form

fiir jeden Aufpunkt p den gleichen Wert, falls gilt:

ZI,’A,: 0 )

1=0

und
m

2 =0 (5)
=0
Diese Tatsachen kann man benutzen, um Aufpunkte zu wechseln. Ist ein Punkt
durch einen Term der Form (1) beziiglich des Aufpunktes p gegeben, so erhilt man

in der Form

}‘oxo+llx1+“.+z'nxn+(1_2}%)? (6)
i=0
eine vom Aufpunkt unabhingige Darstellung desselben Punktes, und dann kann
man statt iiber p iiber einem beliebigen anderen Aufpunkt rechnen. Analog verfihrt
man mit einem Skalarprodukt der Form (3) beziiglich eines Aufpunktes p: Eine vom
Aufpunkt unabhédngige Darstellung ist

[Zam (&) # = ()] ™

t=0 1=0

Das Skalarprodukt werden wir wie iiblich zur Abstands- und Winkelmessung
benutzen. Fir den Abstand d(x, y) zweier Punkte x, y € € hat man z.B. die Be-
ziehung

dlw, 92 =*3 %] =[x — 3, 2 — ). )

Fiir die folgenden Ausfithrungen diirfte diese Skizze des Bosschen Kalkiils
geniigen, zu Einzelheiten sei auf [1] verwiesen.
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§3. Feuerbachsphiiren

Wir betrachten ein festes #-Simplex
A=x,%,...2%, 9)

in unserem Raum € (# > 2). Da sich alle folgenden Uberlegungen in dem von 4
aufgespannten euklidischen Unterraum von € abspielen, setzten wir von jetzt an
voraus, dass ¢ mit diesem Unterraum iibereinstimmt. Fiir 7 = 0,1,..., # bezeichne
x; den Schwerpunkt der der Ecke x; gegeniiberliegenden (#» — 1)-dimensionalen
Seite von A.

Definition. Die Feuerbachsphire F von A ist die Umsphiare?) des Simplexes
A'=x%"...x,. (10)
Zundchst stellt man fest

Satz 2. Istsder Schwerpunkt, m der Mittelpunkt der Umsphdre und m' der Mittel-
punkt der Feuerbachsphire von A, so gilt

1
m’=(~~)3m; (11)
n
Istr der Radius der Umsphdre und v’ der Radius der Feuerbachsphire von s, so gilt
. 12
v=—_7. (12)

Das ergibt sich daraus, dass man A’ aus 4 durch zentrische Streckung von S aus
um den Faktor — 1/ erhilt.

Wir wollen nun die Tatsache, dass der Feuerbachkreis eines Dreiecks durch die
Hohenfusspunkte geht, auf den #-dimensionalen Fall iibertragen. Dazu bezeichne
(fir+=0,1,..., n) 4, die der Ecke x; gegeniiberliegende Seite von A, m,; den Mittel-
punkt der Umsphére von 4;, 4, den von A4, aufgespannten euklidischen Unterraum
von € und %; den Fusspunkt der durch x, gehenden Hohe.

Satz 3. Fiir « = 0,1, ..., n ist F O A, die (n-2)-dimensionale Sphire mit dem
Mittelpunkt
1
m; = x, + — (h; — m;) : (13)

und dem Radius
1
r, = — d(h;, m;) . (14)

1) In einem reellen euklidischen Raum gibt es zu jedem #- Simplex genau eine Umsphire, d.h.
eine (n-1)- dimensionale Sphire, die die # + 1 nicht in einem (#-1)- dimensionalen Unterraum
liegenden Ecken des Simplexes enthilt.
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(Wie im 2-dimensionalen Fall hingt also der Durchschnitt der Feuerbachsphire mit
einer «Seite» des Simplexes nur von dieser Seite und dem in ihr liegenden Héhen-
fusspunkt ab).

Beweis: Es gentigt zu zeigen

1

fiir alle x € 4. Beachten wir

(- 1) im "

n
so ergibt sich aus (11) und (13), tiber s gerechnet:

m —m; = (~— i) (m — m,) + (- —1—) (%; — hy). (17)

n n
Aus der Definition von 4; als Héhenfusspunkt folgt
0= [xi;;’,-y] = [x; — by ¥ — By (18)

fiir alle y € 4,. Die allgemeinen Sitze iiber Durchschnitte von Sphiren und euklidi-
schen Unterrdumen liefern

0= [m"’;,-y] =[m—m;y—m] (19)

fir alle ye 4,. Da nun mit x auch x — m,” + &, und x — m,” + m,; in A; liegen,
erhalten wir aus (17), (18) und (19)

(m —m/, x—m;/] =0, (20)

und das ist die vom Aufpunkt unabhingige Form der Behauptung (15).
Spezialisieren wir auf den Fall » = 2, so haben wir

m; = % (21)
und damit
1 1
o= oxt —h. 22
m; 2 x; + 2 M (22)
sowie
, 1
r= 5 d %), @)

daraus ergibt sich unmittelbar, dass der Feuerbachkreis durch die Héhenfusspunkte

geht. Priziser kann man formulieren: Im Fall #» = 2 ist die Verbindungsstrecke von

h; und x;’ ein Durchmesser von F N 4;. Wann das auch fiir h6here Dimensionen gilt,

werden wir in Satz 5 charakterisieren. '
Fiir das weitere Vorgehen ist der folgende allgemeine Satz fundamental.
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Satz 4. Ser S eine von der Umsphdre von A verschiedene (n — 1)-dimensionale
Sphiire in € mit Muttelpunkt m' und Radius r'. Dann gibt es genawn einen Punkt z und
dazu genau eine positive reelle Zahl a. mit

- %; € S (24)
fir i =0,1,..., n.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass das Gleichungssystem

d(o; %, m') =7’ (25)

tiir die Unbekannten « und z genau eine Losung mit « > O hat. Dazu rechnen wir
iiber m' und schreiben das System (25) mit Hilfe von (8) um in

lax; + (1 — )z, 0%, + (1 — a)2] = 72 (26)
d.h.

o« [x;, ]+ 20 (1 — &) [x;, 2] + (1 — )2 [2, 2] = 72 (27)
fiir ¢ = 0,1,..., n. Daraus erhilt man zunichst

o (2, ] + 20 (1 — ) [x;,2] =02 [x,, %,] + 2 (1 — &) [x,, 2]. (28)

Da wir ein positives a suchen, kénnen wir unbesorgt durch «? dividieren und mit
Hilfe von quadratischer Ergdnzung kommen wir auf

-1 - T -1 -1
[xi—- * z,xi.—a z:l = [xo_oc z, xo—a Z] (29)
o o o o
d.h.
—1 —1
d(xi, it z) - d(x,,, x z) (30)
o o
fir 2 = 0,1,..., #n. Daraus folgt aber unmittelbar
—-1
* ‘,Z — ‘}11,’ (31)
o m

wobei m wie oben den Mittelpunkt der Umsphére von 4 bezeichnet.
Wire nun eine Losung mit « = 1 méglich, so wiirde aus (25) folgen:
d(x;,m)=7, (32)

fiir s = 0,1,2,..., #n. Das bedeutet aber, dass S im Widerspruch zur Voraussetzung die
Umsphére von 4 wire.
Also kénnen wir (31) umformen zu

o
o—1m

z = (33)

Setzen wir das in (25) ein, so erhalten wir

rV=dlex,—am,m)=|a|dx,—m m)=ar, (34)
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weil wir ein positives « suchen; dabei bezeichnet » wie oben den Radius der Umsphire
von 4. Damit ist « eindeutig bestimmt:

a=— (35)

und aus (33) folgt

’

4

Z == -,
v —ym

m. (36)

Dass (35) und (36) wirklich eine Losung von (25) liefern, bestdtigt man durch Ein-
setzen. |

Ist S die Feuerbachsphire von 4, so nennen wir den durch Satz 4 bestimmten
Punkt f= z den Feuerbachpunkt von A. Wir werden in §4 zeigen, dass wir den
Feuerbachpunkt eines Simplexes als verallgemeinerten Hohenschnittpunkt in dem
in der Einleitung beschriebenen Sinn auffassen kénnen. Fiir den Feuerbachpunkt f
gilt nach (11), (12) und (36)

T A )
und das zugehorige « ergibt sich nach (12) und (35) zu (38)
o= 1 ; (38)
n
Spezialisieren wir wieder auf den Fall » = 2, so haben wir
f=3,5 (39)
d.h. f ist der H6henschnittpunkt /4 und
1
x=—- (40)

Satz 4 liefert dann die im Satz vom Feuerbachschen Kreis (Satz 1) enthaltene Aus-
sage, dass die Punkte der Form 1/2; x; fiir 4 = 0,1,2 auf dem Feuerbachkreis liegen.

Nun kénnen wir das im Anschluss an Satz 3 angekiindigte Ergebnis formulieren.

Satz 5. Die Verbindungsstrecke von h; und x;' ist genau dann esn Durchmesser von
F 0 A, wenn der Feuerbachpunkt f von A auf der durch x; gehenden Hohe von A liegt.

Beweis: Wir betrachten zunichst den Fall #; # x,”. Nach (13) ist hierbei die Ver-

bindungsstrecke von %; und x,” genau dann ein Durchmesser von F 0 4;, wenn gilt

1
b= T i (41)

die Behauptung ergibt sich nun aus einem Vergleich von (37) und (41).
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Im Fall ; = %, besagt die Behauptung (vergl. (14)):
v/ =d(h;, m;) =0 (42)

gilt genau dann, wenn f auf der durch x; gehenden Hohe H; von A liegt. Nun besagt
aber die Voraussetzung %, = x,’, dass der Schwerpunkt s von 4 auf H, liegt, und (42)
gilt genau dann, wenn der Mittelpunkt » der Umsphire von 4 auf H, liegt. Zusam-
men mit (37) liefert das die Behauptung. |

§4. Vergleich von Feuerbachpunkt und H6henschnittpunkt

Dazu geben wir zundchst ein Kriterium fiir die Existenz eines Hohenschnittpunktes
im Fall » > 2 an.

Lemma. Es sei n > 3. Hat A einen H6henschnittpunkt, so ist jedes #; Hohen-
schnittpunkt von A4;; ist eines der %#; Hohenschnittpunkt von 4;, so hat A einen
Hohenschnittpunkt.

Beweis: Die eine Richtung ist klar.
Zum Beweis der Umkehrung rechnen wir iiber %,.

Dann ist

(o) %5 — 2] = 0 (43)
d.h.

[P0 %] = [Bg, %] - (44)
fir 1 <7, 2 < n, bzw. speziell

(B0 %1] = [R, %] (45)
fir 1 < & < n. Ist h, nun auch Hohenschnittpunkt von 4,, so gilt dariiberhinaus

[xi - h/o, xj _— xk:I == O, (4’6)
d.h. unter Beriicksichtigung von (43)

(% ;] = [, %] (47)
fur1 <74,4, k < n,] # ¢ # k. Damit haben wir aber

[hox xl] !

firl <74,7 <m,4 # 1, d.h. [%y, x,]/[A,, %,] h, ist Hohenschnittpunkt von 4.%).

Damit kénnen wir nun den Hauptsatz dieser Arbeit beweisen.

Satz 6. Besitzt A einen Hohenschnittpunki, so ist dies der Feuerbachpunkt von A.

Bewess: Durch Induktion nach der Dimension von A. Der Induktionsanfang bei
n = 2 ergibt sich aus den Bemerkungen nach Satz 4.

%) Esist [k, #,] # 0, da sonst wegen (45) ko = x, wire.
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Zum Schluss von # — 1 auf » bemerken wir zunichst, dass aus der Induktions-
voraussetzung, dem vorstehenden Lemma, (37) und (13) fiir 7 = 0,1,..., » die Glei-
chung (41) folgt, die — wie im Beweis zu Satz 5 ausgefithrt wurde — besagt, dass der
Feuerbachpunkt auf der Hohe durch x; liegt. Da das fiir 7 = 0,1,..., » gilt, ist der
Feuerbachpunkt der Héhenschnittpunkt. |

Das obige Lemma erlaubt noch andere Anwendungen, z.B. eine interessante
Charakterisierung regulirer Simplizes.

Folgerung. Ein n-Simplex n > 2 ist genau dann reguldr, wenn sein Schwerpunkt
gleichzeitig Héhenschnittpunkt ist.

Beweis: Bei einem reguldren Simplex fallen Schwerpunkt und der dann immer
existierende Héhenschnittpunkt zusammen. Die Umkehrung ergibt sich durch einen
Induktionsschluss, weil aus dem Zusammenfallen von s und 4 mit Hilfe des Lemmas

folgt:
h; = x/; (49)
fiir + = 0,1,..., n. Der Induktionsanfang in zweidimensionalen Fall ist klar. |

Zum Abschluss kénnen wir unsere Uberlegungen zusammenfassen.
Falls 4 einen Hohenschnittpunkt 4 besitzt, gilt erstens

n+1 2

n—1 "~ n—1

h = , (50)
d.h. insbesondere, dass % im Falle s # m auf der Verbindungsgeraden von s und w,
der «Eulerschen Geraden» von A4 liegt und dass der Schwerpunkt die Verbindungs-
strecke von Hohenschnittpunkt und Mittelpunkt der Umsphédre im Verhéltnis

2:(n — 1) teilt, sowie zweitens

1 -
';;I;x‘EF (51)

fir+=0,1,..., n.
Jedes Simplex der Dimension > 2 hat einen Feuerbachpunkt f, fiir den zu (50)
und (51) analoge Beziehungen gelten und der im Falle der Existenz eines Hohen-

schnittpunktes mit diesem zusammenfillt.
Rudolf Fritsch, Universitat Konstanz
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