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Aufgaben 133
forr=1,2,3,...¢k); where

s, = Z’ Ckmr .
h<k
1

1<
(h, 1)

A

But by (7), s, turns out to be C,(m7), so that (15) turns out to be

C,(mr) — T\ C (mr —m) + T™ C, (mr—2m) — - - (161
+ ()T Gy + (1) T =0,

forr=1,2,3,...¢%).

Using (16), we can express T9™, Ti™, ... TU% successively in terms of C(m),
C2m), . .. C{g(kym). In particular, when m = 1, we can express the values of the
elementary symmetric functions of the primitive &-th roots of unity in terms of the
values of the Mobius u-function. This is exactly what we have done in establishing
the congruences (12) and (13).

D. Suryanarayana, Andhra University, Waltair, India

REFERENCES

{11 S. BarnNarD and J. M. CuiLp, Higher Algebra (Macmillan and Company, Limited, London,
1949}.

[2] A. Czarwota, Congruences Salisfied by a Sum of Powers of Primitive Rools with Respect to
a Prime Modulus (Polish, Russian and English summaries), Prace. Mat. §, 131142 (1963/
64), M. R. 30, 1964.

[3] G.H.Haroy and E. M. WriGHT, An Introduction to the Theovy of Numbers, Fourth edition
{Clarendon Press, Oxford, 1960).

[4] T. NacELL, Introduction to Number Theory (John Wiley & Sons, Inc., New York, 1951).

Aufgaben

Aufgabe 729. If 4, B, C denote the angles of an arbitrary triangle, then it is
known (cf., e.g., O. Bottema et al., Geometric Inequalities, Groningen 1968, p. 120)
that the three triples (sind, sinB, sinC), (cos4/2, cosB(2, cosC[2), (cos®4/2, cos®B/2,
c0s2C/2) are sides of three triangles. Give a generalization which includes the latter
three cases as special cases.

M. S. Klamkin, Dearborn, Michigan, USA

Erste Losung: Ist M ein Punkt der Ebene des Dreiecks, so gilt nach der ptole-
mdiischen Ungleichung fiir die Eckpunkte @, R, S:

MQ- RS < MR-SQ + MS - QR (1)

sowie die durch zyklische Vertauschung von Q, R, S entstehenden Ungleichungen.

Das Tripel (MQ - RS, MR - SQ, MS - OR) stellt also die Seitenlingen eines Drei-
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ecks dar. Die drei in der Aufgabe genannten Tripel ergeben sich aus (1) fir M = O
(Umbkreismittelpunkt), M == I (Inkreismittelpunkt) und M = P, wobei P durch

PQ/(S —a) = P}?/(s — b) = Fg/(s —¢€)=~r, a= ?E‘g, b= SQ, & = @R
definiert ist; die Existenz von P lisst sich leicht beweisen.

(. Bercea, Miinchen, BRD

Lisung des Aufgabenstellers: We show more generally that F(4), F(B), F(C)
are sides of atriangle where F(0) = u (sinf/n + sinn/n) + v (cos@/n — cosa/n) for all
u, v = 0 and n > 1. It suffices to show that

Min {F(B) + F(C) — F(4)} = 0

ArB4+C=nm

which will follow from
Min {sin B/n + sinC/n — sind /n + sing/n} = 0, (1)
Min {cos B/n + cosC[/n — cosd [n — cosa/n} = 0. (2)
The expression in (1) can be rewritten as

. B+C B-C 4 . @
2sin COoS — Sif -~ -+ sin — .
2n 2n n n

For fixed A, the first term is a minimum for either B or C = 0. Then the latter ex-
pression reduces to

B4 7T L
2 8In ——— COS —— - SN -
2n 2n n

tablished similarly.

The three known special cases correspond to values n = 1, v = 0; n = 2, u = 0;
and n = 1, # = 0; respectively. Another simple case occurs for n = 2, v = 0.

Since the maximum values of sin Bfn -+ sin C/n and cos Bfn + cos C/n, for
fixed A4, are taken on for B = C, 1t then follows easily that

Max {sin B/n + sinC/n — sind /n} = 2 sinz/2n , (3)
Max {cos B/n + cosCln — cosA[n} = 2 — cosz/n . (4)
Eine weitere Losung sandte Hj. Stocker (Widenswil ZH).

Aufgabe 730. Man beweise: Sind a, b, ¢, d, ¢, f reelle Zahlen mit den Eigen-
| schaften

ac+bd—ef, (1)
(ad +be)f=(ab+cd)e, | (2)
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so gilt
l[abe(c+d+e)+cde(@at+b+e)]b+ctf)lat+d+))
=lcflatd+fl+radfbte+flllatb+ec+d+e. (3)
Fir positive a, b, ¢, d, ¢, f interpretiere man (1), (2), (3) geometrisch.

G. Bercea, Miinchen, BRD

Lisung: Setzen wir (1) und (2) voraus.
Die linke Seite von (3) lidsst sich schreiben als Produkt von ¢, und ¢,, wobei

@1 =ab(c+d-+e¢) +cda+b+e),
Ppi=eb+c+f)lat+d-+/).

Eine entsprechende Zerlegung der rechten Seite von (3) in die Faktoren y, und W
liegt vor, wobei g, aus ¢, entsteht durch Anwendung der Permutation

(abcdef) > (cbadfe). (=1,2).
Nun gilt
pr=acb+d)y+bd{a+c)+elab+cd)
(infolge (2))
=ach+d)+bdlatc)+flad+bec) =1y,
und somit
po=clabrac+af+bdtcd+df+bf4cf+f?
(infolge (1))
=efabtcd)+efla+btect+d+e+ )
(infolge (2))
=flad+be)+eflatb+c+d+e+f) =y,.
Deshalb gilt ¢, ¢, = 9, w, und ist (3) bewiesen.

Geometrisch sind (1) und (2) bekannte Identititen in einem Sehnenviereck
PP, P, P, mit Seiten a, b, ¢ und 4 und Diagonalen ¢ und f (Siitze von Ptolemaios und
Brahmagupta). Bezeichnen wir dessen Umkreisradius mit R, und die Inkreisradien,
Umfidnge, Seitenprodukte und Flicheninhalte der Dreiecke PP, P, mit r, 2s, m,
bzw. I, (¢, 1, k, { alle verschieden), so gilt

F
po=te L 1=1,2,3,4) .

Fir a = PyPy, b= PPy, ¢ = P,P,, d = PP, ¢ = P,P,, j= P,P, lasst sich (3)
schreiben in der Form

(285714 + 25, 75) 45, 53 = (25, 715 + 285 71;) 45, 8y,
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woraus unmittelbar folgt
74‘;"’2:73—{"71.
O. P. Lossers, Eindhoven, Niederlande

Weitere Losungen sandten C. Bindschedler (Kiisnacht ZH), L. Himmerling
(Aachen, BRD), M. S. Klamkin (Waterloo, Ontario, Canada), I. Paasche (Miinchen,
BRD) und M. Vowe (Therwil BL).

Aufgabe 731. Show that

o0 41 1
z;(__ l)n—lm.c%é)m 1 -§~’}2)“““ '2'"11'1 (275) »

where y is Euler's constant defined by y =1im (1 +1/2+ ---+ 1/n — Inn) and

#H—>00

Le

{ 1s the Riemann zeta function defined by {(s) = 1/n* for s > 1.

Py

=

D. Suryanarayana, Waltair, India

Lisung: Die linke Seite der behaupteten Gleichung sei mit s bezeichnet. Setzen
wir die Reihe fiir {(# 4+ 1) ein und vertauschen die Reihenfolge der Summationen
(die Doppelreihe gestattet die Vertauschung), so haben wir

§ == Sk
k=1
mit
% (-1 ( 1) 1
- g 1 ) o1
S" ; nt2 i ok

Wir summieren iiber £ von 1 bis m € N und addieren + (1/2) Inm. Das ergibt

s = lim {f’ [kin (1+]13) _1] +;.lnm+%(fiw lnm)}

m—r00] k=1 kel

T L 1 & y
= lim Injemym [] 1-{—}; +5

m—r00 k=1

Nach der Stirlingschen Formel ist nun
e Ym=mlmm(2mg)-1Re0N2m O <0 < 1.

Damit wird

s = lim {1n ]m]:;— (1+1“)k 0 }%_?i_;ln(Zﬂt) .

W00 k=1
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Es 1st aber

m kb 1 k 1\m
— 11 — | s ,
Hm( +k) ( "*“m)

also strebt der Inhalt der geschweiften Klammer fiir m —> oo nach 1, q.e.d.

H. Kappus, Rodersdorf SO

Weitere Losungen sandten G. Bach (Braunschweig, BRD), E. Braune (Linz,
Osterreich), P. Bundschuh (Kéln, BRD), L. Himmerling (Aachen, BRD), M. S. Klam-
kin (Waterloo, Ontario, Canada), O. P. Lossers (Eindhoven, Niederlande), Chr. A.
Meyer (Bern) und M. Vowe {Therwil BL).

Anmerkung: E. Braune beweist allgemeiner

20 Cn+s—1) y 1
s Pl et oo e 18 {1 o o wo [T D, ) :
Dyt = (A (= 2 = U) (6 = 2gan),
wobet
s h—1
Uy=0,U,= Y (- 1)k-1€(wk~) fir 5> 3.
£=3

Aufgabe 732. Es sei f eine der zahlentheoretischen Funktionen ¢, o, 7. Man zeige,
dass es a) fiir jedes positive reelle ¢ unendlich viele natiirliche Zahlen » derart gibt,
dass gilt:

(T+eo-ifm—1) <A+ fn) <(Q+c)"t f(n+g) firalles, ;e N; i < n,

b) fiir jedes natiirliche % nur endlich viele natiirliche Zahlen » derart gibt, dass gilt:
(n—kfn—1)<ntfmn) <m+pkfn+yg) firalle 4,7eN;v<n.

P. Erdés, Budapest

Solution by the proposer: First observe that if f(n) is one of the functions d(n),
o(n) or ¢(n) then for every % there can be only a finite number of values of # for
which for every 1 <7 <<n

(n— )k f(n—1d) <n*fn) <(n+0)Ff(n-+1). (1)

Let first f(n) = d(n). If d(n) = 25+1 then let p be any prime satisfyingn < p <2 n
and the second inequality of (1) is clearly not satisfied. If d(n) << 2%+ then let m
be any integer in (#/2, n) having more than 2% -+ 1 distinct prime factors (for large
enough # such an m exists). m clearly does not satisfy the first inequality of (1).
Similar arguments work for a(n) and ¢(#n).

Next we prove that for every ¢ > 0 there are infinitely many values of # for
which for every 1 <1 < #n

(A+or-if(n—1) <A+ fln) <A +e)"* f(n+1). | (2)
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We only prove (2) for f(n) = d(n) which is the most difficult case, and for
simplicity we take ¢ = 1. It will be clear from our proof that this is not an essential
restriction. The proof of (2) is not entirely simple and we suppress some details.

Let py = 2 < p, < ... be the sequence of consecutive primes. #, is the product
of the first %z primes and

wy=[[p;, 20—1<j<2i41, 2<4<2k. (3)
Thus d(u,) = 2%, d(u;) = 22*, Determine » by the congruences

n+r1=0(modu,+y), 0<i<2k~1. 4
t

2k
Put [ [ u,= [[ p;= A, { =4k — k. By the prime number theorem (or by a
i-1

-1
much more elementary result) for & > &,
A, <exph® (expz=¢e?). (5)
Clearly the congruences (4) determine # uniquely mod A4{¢). Put
n=x+yA{l), 0 <y < A(). (6)

We shall show that for at least one choice of y (2) will be satisfied. We prove
the existence of such a ¥ by a simple averaging process. First of all we have by well
known arguments

Al A(t) A(ﬁ) '
Md(x+yAW) <202 ) (,, 4 1) < A() 2k+2log A (1) . (7)

The factor 2% comes from d(u;) = 2%, ¥ + yA() = 0 (modw,). Thus from (7)
and (5) we obtain that for all but

440 log AH) 4AWN K A() _
et R o e (for k > k) (8)

values of y (0 =y < A(f))
d(x+ vA(l)) < 225, (9)

For the y’s satisfying (9) the second inequality of (2) is clearly satisfied for all
1 >>0,wehave d(n) < 225, d(n+1) > 22%for1 <7 < 2k —1).

By a similar averaging process as used in (7) we obtain that for all but A(f)/k
values of y, 0 < v < A(¢), we have for all 7 << #n

dn-+1) <28, p=x4+yA{l).

Thus for all but 24 (#)/% values of v (2) is satisfied, which completes our proof.

By more complicated methods we can prove that the density of integers =
satisfying (2) for f(n) = d(n) is g(c) where g(c) is a certain continuous function of c,
g(1) = 0, g(co) = 1. The density of integers » satisfying (2) for f(n) = o(n) and
f(n) = ¢(n) is 1 for every ¢ > 0.
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Neue Aufgaben

'Die Losungen der Aufgaben bis und mit Nr. 756 sind getrennt nach den einzelnen
Aufgaben in Maschinenschrift erbeten an Prof. Dr.J. Rétz bis 10. Juni 1976. Da-
gegen ist die Einsendung von Losungen zu den mit Problem ... A, B bezeichneten
Aufgaben an keinen Termin gebunden.

Aufgabe 753. M sei eine Menge, und E(M) sei die Menge aller endlichen Teil-
mengen von M. Ferner sei K ein Korper, und R sei die Menge aller Abbildungen von
E(M) in K. Definiert man fiir /, g € R die Summe f + g durch (f + g) (X) = /(X) + g(X)
fiir alle X € E(M) und das Produkt fg durch (fg) (X) = 2HY) g(X=-Y) fur alle

YCX

X € E (M), so ist R(+, -} ein Ring mit 1. Dabei ist die Eins die durch ¢(¢) = 1 und
e(X) = 0 fir X # ¢ definierte Abbildung e. Man rechnet leicht nach, dass die Menge
I aller f € R, fiir die f{¢) = O ist, ein Ideal von R ist. Zeige: Ist I = Rf; + --- + R/,
mit f, € I, so ist M endlich, und es gilt [M| < n. Insbesondere folgt also, dass I
nicht endlich erzeugt ist, wenn M unendlich ist.

H. Liineburg, Kaiserslautern, Bundesrepublik Deutschland

Aufgabe 754. Es seien K, K,, K, drei Kegelschnitte einer Ebene mit insgesamt
12 verschiedenen Schnittpunkten S. Ein beliebiger, auf keiner dieser Kurven liegen-
der Punkt X der Ebene bestimmt mit den vier nicht auf K, liegenden Punkten S
je einen Kegelschnitt K,. Man zeige: Die drei Kurven K, haben ausser X noch drei
weitere gemeinsame Punkte.

C. Bindschedler, Kiisnacht ZH

Aufgabe 755. Fiir ganzzahlige Indizes », & mit #n > 0 seien die Zahlen T (n, k)
definiert durch

TO, k=0 (k+0), T00=1,
T, b)) =T —1,k—1)+(k+1) Tn—1,k (n=1).

1 7 6 1
1 15 25 10 1

....................

(S(n, k) = T(n — 1,k — 1) heisst die zu n und £ gehorige Stirlingsche Zahl
zweiter Art.) Die von 0 verschiedenen T'(n, £) lassen sich dann entsprechend einem
Pascalschen Dreieck anordnen. Notiert man in diesem Zahlendreieck nur die Reste
der T'(n,k) modulo 2, so kénnen Blécke von aufeinanderfolgenden Ziffern 0 und 1
innerhalb der Zeilen als Dualdarstellungen nichtnegativer ganzer Zahlen aufgefasst
werden.

Kann eine kleinste natiirliche Zahl angegeben werden, deren Dualdarstellung
nicht als Teilblock irgendeiner Zeile vorkommt ?

H. Harborth, Braunschweig, BRD
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Aufgabe 756. Eine Transversale f von der Ecke A aus teile das ebene Dreieck
A BC in zwei Teildreiecke mit gleichem Inkreisradius p. Man beweise 1 = 2p/h, +}/7/7,,
worin /, Héhe,  Inkreisradius und », Ankreisradius von 4 BC bezeichnen. Ferner
zeige man, dass w, < ¢ < m, mit Gleichheit genau fiir & = ¢. Dabei ist w, die Win-
kelhalbierende des Dreieckswinkels bei 4 und m, die von 4 ausgehende Schwerlinie.

I. Paasche, Miinchen, BRD

Literaturiiberschau

Quasiconformal Mappings in the Plane. Von O. LEnto und K. I. VIRTANEN. 2nd ed. VIII,
258 Seiten. 15 Figuren. DM 67,50. Springer, Berlin 1973.

Quasikonforme Abbildungen sind eine Verallgemeinerung der konformen oder winkeltreuen
Abbildungen: Winkel kénnen dabei, wie bei affinen Abbildungen {die auch quasikonform sind),
verdndert werden, aber nicht zu stark. Anders ausgedriickt: Eine quasikonforme Abbildung
fithrt infinitesimale Kreise in infinitesimale Ellipsen mit beschrinktem Halbachsenverhiltnis
(Dilatation) tiber. Aus der Beschrianktheit der infinitesimalen Verzerrung folgt die Beschrinkt-
heit der Verzerrung im Grossen, und heute bezeichnet man nach einer Idee von Ahlfors und Pfluger
als quasikonforme Abbildungen allgemein solche Homéomorphismen, die den konformen Modul
von Jordanvierecken nur beschrankt verdndern. Sie brauchen nicht iiberall differenzierbar zu
sein und sind homdomorphe Ldsungen eines Beltramischen Differentialgleichungssystems (ver-
allgemeinerte Cauchy-Riemann-Gleichungen).

Das Buch von Lehto und Virtanen, einc freie aber inhaltsgetreue ﬁbersetzung ihres fritheren
Werkes (Quasikonforme Abbildungen, Springer-Verlag 1965; die rasche Entwicklung der Theorie
der quasikonformen Abbildungen in # Dimensionen hat den Zusatz «in the plane» bewirkt),
stellt diese Theorie in ausgezeichneter Weise dar. Ausgehend von der urspriinglichen Definition
(stetige Differenzierbarkeit mit Beschranktheit der infinitesimalen Verzerrung, was man heute
reguldre quasikonforme Abbildungen nennt), iiber die sog. geometrische Definition, die Be-
schrianktheit der Verzerrung von Jordanvierecken, werden eine Reihe von Sdtzen, wie z. B. der
berithmte Satz von Beurling und Ahlfors iiber die Randwerte quasikonformer Selbstabbildungen
der Halbebene (quasisymmetrische Funktionen) bewiesen. Im vierten Kapitel folgt, nach einem
sehr schonen Abschnitt iiber die benétigten Hilfsmittel aus der reellen Analysis, die analytische
Definition. Diese wird schliesslich in einem weiteren Hauptteil zu ciner originellen Integration
der Beltrami-Gleichung verwendet.

Vor bald fitnfzig Jahren hat Herbert Grétzsch, heute emeritierter Professor in Halle an der
Saale, in einer kaum finf Seiten langen Arbeit mit dem Titel « Uber die Verzerrung bei schlichten
nichtkonformen Abbildungen und iiber eine damit zusammenhingende Erweiterung des Picard-
schen Satzes» die quasikonformen Abbildungen eingefithrt. Der Name erscheint zum erstenmal
bei Ahlfors in seiner berithmten Arbeit «Zur Theorie der Uberlagerungsflichen», 1935. Etwas
spater sind die sog. extremalen quasikonformen Abbildungen (moglichst konformen Abbil-
dungen, wie Grétzsch sie nannte) durch die genialen Einsichten von Oswald Teichmitller mit den
quadratischen Differentialen in Zusammenhang gebracht und zur Loésung des Modulproblems
der Riemannschen Flichen verwendet worden, was zu den Teichmiillerschen Riumen fithrte. Es
gibt hier noch eine Menge ungeldster Probleme, die zwar im Buch von Lehto und Virtanen nicht
zur Sprache kommen, zu denen es aber einen sehr lesbaren Zugang vermittelt.

K. 5TREBEL

ALGOL Handbuch fitv Anfinger. Von HErMmann MEeier. 29 Seiten. DM 8,80. Bayerischer
Schulbuch-Verlag, Minchen 1973.
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