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Uber die Flicheninhalte ebener Schnitte konvexer Korper

1. Zunichst soll das Hauptergebnis der vorliegenden Note erliutert werden.
Mit R bezeichnen wir den dreidimensionalen euklidischen Raum, und 4 C R sei ein
eigentlicher Eikérper, also eine kompakte konvexe Punktmenge A mit inneren
Punkten.

Mit den Anschriften V' = 1V(4) > 0 und F = F(A4) > 0 seien Volumen und Ober-
fliche von A angezeigt. Sei 0 € R ein fester Ursprung. Einen Punkt x € R bezeichnen
wir in gleicher Weise wie den in o angreifenden Ortsvektor. Ein Einheitsvektor
u € R kennzeichnet eine Richtung # im Raum. Fiir ein reelles £ ist mit

Ep.={xeR; {(x,u)=1t} (1.1)

eine auf » orthogonal stehende Ebene gegeben, wo die Winkelklammer die Bildung
des Skalarprodukts vorschreibt.

Fiir einen ebenen Eibereich C C E bedeute f = f(C) > 0 den Flicheninhalt; hier-
bei wird wie iiblich f(¢) = 0 gesetzt. Mit dem Ansatz

fu=fd): =sup {f(4d NE,,); —oo<t<oo} (1.2)

wird der maximale Flicheninhalt angezeigt, der durch die auf der fest gewdhlten
Richtung # orthogonal stehenden Ebenen E,, aus dem Eikérper A ausgeschnitten
werden kann.

Es bedeute weiter p, 0 < v < /2, den durch das isoperimetrische Quotienten-
defizit 0 << 36z V2/F3 < 1 durch Ansatz

ok A

= (1.3)

cosy =
bestimmten Hilfswinkel. Dieser erreicht seinen Kleinstwert 4 = 0 genau dann, wenn
A eine Kugel ist.

In der vorliegenden Studie weisen wir das Bestehen der folgenden fiir die maxi-
malen Schnittflicheninhalte 1.2 giiltigen Ungleichung nach: Fiir alle Richtungen «
gilt

a4 0 el B pme ) [e—. | 1.
cos( 3 )SF_ZCO%( 3 (4)
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wo g der mit 1.3 festgelegte Winkel ist. Das Gleichheitszeichen gilt auf der rechten
Seite fiir die symmetrische Kugellinse, auf der linken Seite fiir den Kugelzylinder.

Die mit 1.4 ausgedriickten Extremaleigenschaften der beiden genannten ele-
mentaren Rotationseikérper kénnen wie folgt formuliert werden:

Unter allen Eikdrpern mit vorgeschriebenen positiven Volum- und Oberflichen-
masszahlen nimmt der maximale Flicheninhalt, der sich bei den Schnitten des Ei-
korpers mit den Ebenen einer parallelen Schar frei wihlbarer Richtung ergibt, den
grosstmoglichen Wert bei der symmetrischen Kugellinse, den kleinstméoglichen
Wert beim Kugelzylinder an, wobei die Richtung der extremalen Schnitte diejenige
der Rotationsachse ist.

Die beiden Extremalkérper sind in Figur 1 und 2 durch ihre Meridiankurven-
bilder dargestelit.

A
/

4an
-

Figur 1 Figur 2

Man beachte, dass diese im Grenzfall w = 0 der Kugel identisch werden.
Der mit Ungleichung (1.4) gegebene Satz wird in den nachfolgenden vier Ab-
schnitten bewiesen.

2. Hier geben wir eine Herleitung einer ersten Teilungleichung. Vorerst be-
griinden wir die Schliisselbeziehung

(F+4f)2(F—2f) = 12z V2. (2.1)

Wir denken uns die Schwarzsche Abrundung des Eikérpers (vgl. [1], S. 87) be-
ziiglich der Geraden G, durch o der Richtung « vollzogen. Das Volumen V und die
Schnittflicheninhalte f(4 N E, ), also auch f, bleiben dabei unverindert. Da die
Oberfliche F nicht vergréssert wird, geniigt es offenbar, (2.1) fiir eigentliche Rota-
tionskorper mit Achse G, nachzuweisen. Man beachte hierbei noch, dass 2/, < F gilt.
Sei also A ein solcher Korper mit dem Aquatorradius a > 0, so gilt (vgl. (2], S. 175,
Ia’ ]l))

(F+4ma?)? (F—-2ma®) = 72aV2 2na® < F <47a?) (2.2)
2ra®(3F —4ma®? = 72aV2(4na® < F < ). (2.3)
Beachtet man die Identitit

(F+4ma?)? (F —2na?) = 2na®(3F — 4ma?? + (F — 47a2)?



H. Hadwiger: Uber die Flicheninhalte ebener Schnitte konvexer Korper 99

im Falle FF — 4ma? = 0, so ergeben (2.2) und (2.3) zusammen
(F+4ma?)? (F—2na% = 7272 V2 (2ra* <F <o), (2.4)

also wegen ma? = f, die nachzuweisende Ungleichung (2.1.) Wir bringen diese Bezie-
hung auf die Form

F3 4 6f F*— 327 >72xV2. (2.5)

Setzen wir z = 2/, so ergibt sich die in z kubische Beziehung

B+3pz+29 <0, (2.6)
wobei p = — F?/4 und ¢ = —(F3—72nV?%]/8 gesetzt worden ist. Es wird

9
PPg = — Z’E V2 (F3— 367 VY, (2.7)

so dass im Hinblick auf die isoperimetrische Ungleichung

153 < qz < (28)
ausfillt. Zur Bestimmung der reellen Nullstellen der kubischen Funktion
H(z)=22+3pz+ 2¢ (2.9)

liegt demnach der «casus irreducibilis» vor.
Sei also 0 << ¢ < & und

727 V2
TR o o e 2 it (2.10)

=

so sind die drei reellen Nullstellen von H(z) durch die Formeln

Hn= 2 ]/:»p cos (g }
ZZSWZVW:N;MCOS(%_;(F) L (211

=2 = eos (%57

gegeben. Mit elementarer Diskussion erzielt man die Aussagen
1.Fall: O0<g@ <a/2 = 2, <2, <0<z
2Fall: a2 <p<m = 2, <0 <2, < 2.

Nach (2.6) muss H(z)}) < O sein, und da z > O ist, resultiert z, < z < z, oder

— F cos (:7:—;—()9) ﬁquﬁFCOS—(§~. (2.12)
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Mit dem durch 1.3 eingefithrten Hilfswinkel g ist
cos@=1—2cos?y oder p=m—2yp.
So ergibt sich statt 2.12 auch

1 2 1 — 2
— COS (?Z_tw._y.)_) g ,%“ el ,5 coS (ﬂ*ﬂjfi) . (213)

Dies ist die in Aussicht gestellte erste Teilungleichung.

3. In dhnlicher Weise begriinden wir eine zweite Teilungleichung. Als Aus-
gangsbeziehung dient hier

JLBF—4f)2 > 3612, (3.1)

Gleiche Argumentationen wie beim Nachweis von 2.1 ergeben auch im vor-
liegenden Fall, dass es geniigt, 3.1 fiir eigentliche Rotationseikérper 4 mit Achse G,
und Aquatorradius @ > 0 nachzuweisen. Wir stiitzen uns auf die Ungleichung (vgl.
(2], 5.175, 1)

a(3F—4ma?) =6V (2ma®<F <o) (3.2)

ausder mitma® = f, unmittelbar (3.1) ablesbar wird. Sei jetzt w = }/2f,, so lisst sich 3.1
in die in w kubische Beziehung

w+3pw+ 29 <0 (3.3)
umschreiben, wobei hier
p=—Fj2,q=V97]2 V ist.

In diesem Fall ist nun

1
P+ gt = g (=361, (3.4)
so dass auch hier
wird. Erneut gilt unser Interesse den drei reellen Nullstellen der kubischen Funktion
Glw) =w?+ 3pw + 2¢q, (3.6)
die vermoge des Hilfswinkels 7/2 < ¢ < &,
q 36na1?
cos @ = — T V“ﬁ}“:i”“ 8-

durch die Formeln
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dargestellt sind. Einfache Diskussion ergibt
wy < 0 < wy, < w,y .

Nach (3.3) muss G{w) < 0ausfallen, und daw > Oist, ergibtsichw, < w < w, oder
Y2 F cos (fgi) <Yz}, < y2Fcs?. (3.9

Bedeutet y wieder den mit (1.3) eingefiihrten isoperimetrischen Winkel, soist p =7 — .
Statt (3.9) ergibt sich

COSZ(W;"‘P) _ jF < cos? (’%'4’) (3.10)

Dies ist die zweite Teilungleichung.

4. Durch Konfrontation der beiden Teilungleichungen (2.13) und (3.10) ergibt
sich unsere Hauptungleichung (1.4).

In der Tat gelten fiir 0 < y << #/2 die beiden Beziehungen

1 s —

— cos ( T 1’U) < cos? (E—m ------ ?_) (4.1)
2 3 3

1

_,2_ CcOS (zt__id_%«g)m) < ¢ 52 (_mig) (4 2)

Es braucht lediglich bestdtigt zu werden, dass die Funktion

1(8) = cos? ( ”g‘f) 2 cos ( ’“;%é)

iiberall nicht negativ ist. Dies ist aber mit der Umrechnung f(£) = sin? £/3 trivial. -
Werden jetzt (4.1) und (4.2) zu sinngemisser Verschirfung von (2.13) und (3.10)
herangezogen, so ergibt sich die zu beweisende Hauptungleichung (1.4).

5. Schliesslich verifizieren wir noch die im Anschluss an (1.4) angefiigten Be-
hauptungen beziiglich der Giiltigkeit des Gleichheitszeichens.

a) A sei eine symmetrische Kugellinse mit Aquatorradius 4 und halbem Scheitel-
winkel «, 0 < o < 72 (vgl. Abb. 1). Die fiir uns wichtigen Werte sind

v 2na® (24 cosa) sina)

3 (1+ cosx)?
4_ 2
g 4ma
1+ cosa
. ; , -
cosy = Aégg‘gl—_n—é~(2+cosa)|/1—cosa.
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Es ergibt sich

7w — 21/)) 1+ cosux
cos
3 2

und damit also

F -2
E—cos(ﬂ 3£) =mat=f,,

womit ersichtlich wird, dass auf der rechten Seite von (1.4) Gleichheit besteht.

b) A sei ein Kugelzylinder vom Radius &, und % bedeute die Héhe des zylindri-
schen Teils (vgl. Abb. 2). Zur Abkiirzung setzen wir noch 4 = 1 a. Die Werte sind

4
V =gad |-
T a (3 —{—2)
F = 2na®(24+2)

cos _V369zf/—2__ 4+ 31
Y=V B Tyieia

Hier ergibt sich

o5 n—f—zp) _ 1
3 ) yY4+22°
so dass

Tty F
F cos? e = ? =
COS( 3 ) 44221 "=

resultiert, womit bestétigt wird, dass in (1.4) Gleichheit auf der linken Seite gilt.

6. Als Schlussbemerkung sei noch eine direkte Anschrift fiir die in der Un-
gleichung (1.4) auftretenden Extremalwerte gegeben, wodurch das bearbeitete Pro-
blem nochmals in anderer Form prisentiert wird.

Fiir eigentliche konvexe Kérper A des gewdhnlichen Raumes mit fest vorge-
schriebenem Volumen V und ebensolcher Oberfliche F gilt

fANE,) 1 n—2y
il R Ll P 6.1
sgp sEp s:1p { 7 5 oS ( 3 ) (6.1)
ANE
inf inf sup {_f_L_O "’t)} = Cos? ( ﬁfw) i (6.2)
A u 4 F \ 3

wobei u eine Richtung, E , die durch (x, u) == { gekennzeichnete Ebene und y den
mit cos y = }/36 7 VV2[F® festgelegten isoperimetrischen Winkel anzeigen.
H. Hadwiger, Bern
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