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Untersuchungen zu einem hyperoskulierenden
Biischel von Kegelschnitten

Ausgangspunkt der folgenden Untersuchungen ist eine auf K. H. Schellbach
(1843) zurlickgehende und in viele Lehrbilicher der darstellenden Geometrie aufge-
nommene Konstruktion des Kriimmungsmittelpunktes K zu einem Punkt P eines
Kegelschnittes »x bei Vorgabe einer Achse @ und des Mittelpunktes M (Abb. 1), (vgl.
[1]). Diese Konstruktion legt die Aufgabenstellung nahe, aus den vorgegebenen
Punkten K, P und M die Achse a zu ermitteln. Noch allgemeiner kann nach dem
Achsenhiillgebilde des durch die Punkte P und K sowie den gemeinsamen Durch-
messer 4 (Ped) festgelegten hyperoskulierenden Biischels von Kegelschnitten {s}
gefragt werden. Diese Vorgaben sind dquivalent damit, dass die Kegelschnitte von
{x} in P einen gemeinsamen Oskulationskreis und eine gemeinsame Affinnormale d
besitzen. Je zwei nicht zerfallende Kegelschnitte des Biischels berithren sich also in
P von dritter Ordnung. Dabei kann der Mittelpunkt M von x jede beliebige Lage
auf 4 ausser M = P annehmen. Im Fall der Ellipse liegen K und M auf einer Seite
der durch P gehenden Tangente ¢; im Fall der Hyperbel werden K und M von £ ge-
trennt.

Fiir die folgenden Rechnungen werde P in den Ursprung eines kartesischen
Koordinatensystems gelegt. Dabei deckt sich die Tangente mit der x-Achse, die

Abb. 1

Normale mit der y-Achse. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann vorausgesetzt
werden, dass fiir den Radius ¢ des Kriitmmungskreises g > 0 und fiir den Anstieg m
des gemeinsamen Durchmessers m = tan ¢ > 0 gilt. Ferner bietet sich aus der Schell-
bachschen Konstruktion an, die orientierte Strecke RS = w als Biischelparameter ein-
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zufithren. Dann besteht zwischen den Wertebereichen von # und den Arten von
Kegelschnitten offensichtlich folgende Zuordnung:
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Abb. 2

Aus Abb.2 ist mit den oben eingefiihrten Grossen folgende Gleichung fiir die
Achse a abzulesen: '

ux + (um—p)y+ ump — um) =0, (1)

Durchléuft « den Wertebereich (— oo, o0), so ergibt sich eine Schar von Achsen {a},
deren Hiillgebilde sich durch elementare Zwischenrechnung finden lisst. Man erhiilt:

(x+my)2+mp(2x —2my + mp) =0, © (2

Die eine Schar der zu {x} gehérigen Achsen {a} umhiillt die durch Gleichung (2) be-
schriebene Parabel 7. Sie soll im folgenden als Achsenhiillparabel bezeichnet werden.

Die Achsenhiillparabel beriihrt die x-Achse (Tangente) im Punkt J(— om, 0) und
die y-Achse (Normale) im Kriimmungsmittelpunkt K(0, p). Ihre Achse steht senk-
recht auf dem gemeinsamen Durchmesser 4. Die Gleichungen der von der Fernge-
raden verschiedenen Tangenten aus den absoluten Kreispunkten I £(0:1:2) und
Iy(0:1: —%) an 7z, lauten:

zl...ymzx+—1-—;£nm§(m+z), (3)

12...y=-—1,x~§~—1;~g;£(m——i). (4)
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Diese Tangenten sind zugleich die Minimalger
Achsenhillparabel nh. Aus (3) und (4) resultiere
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Fallt man von dem Kriimmungsmittelpunkt K
ergibt Sich der | otfusspunkt L mit den Koordine
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Nach (5) und (6) liegen L und Fh spiegelbildlict
und es g”t

\KFh\=\KLM\.

Aus (7) folgt, dass der den Kegelschnitten vor
Leitgerade der Achsenhillparabel nn ist. Da ¢
jedem Kegelschnitt aus {x} in M senkrecht sct
einer bekannten Parabeleigenschaft das Hullge

mit dem Hullgebilde von {,}. Folglich gil

Die Menge der Achsen eines hyperoskulie
umhiilen eine Parabel (Achsenhiillbarabell Die A


















