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32 Elementarmathematik und Didaktik

Fall I: V besitzt einen Teilverband L', der zu dem Verband I isomorph ist. Wir
schrinken nicht die Allgemeinheit des Beweises ein, wenn wir die Elemente von L’
so bezeichnen wie die Elemente von L. Dann ist zweifellos p(x) = {evVx) AB) Va
ein Polynom des Verbandes V. Es gilt nun:

!

b plo) ={(cVoyAb)Va=a
L © pla) =(lcva)Abd)Va=5b
4 p(plo))=pla)=b + p(o); d.h. p

o

st keine idempotente Polynomfunktion.

Fall II: V besitzt einen Teilverband K’, der zu K isomorph ist. Wie oben bezeich-
nen wir die Elemente von K’ ebenso wie die von K. Dann ist p(x) = (@ V) AD) Ve
ein Polynom von V.

. po)  =(aVo)Ab)Ve=c

aq p ple) =(laVe)Ab)Ve=1i
p(p(0)) + plo) d.h. p

0
ist keine idempotente Polynomfunktion von V.
D. Schweigert, Universitit Trier—Kaiserslautern
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Elementarmathematik und Didaktik
Zur Teilbarkeit in Ringen

1. Algebraische Strukturen durchdringen mit Recht zunehmend den Mathema-
tikunterricht des Gymnasiums [4], beginnen auch schon den der anderen weiter-
tiihrenden Schulen zu beeinflussen und machen auch vor der Grundschule nicht halt,
wie ein Blick in moderne Lehrbiicher der verschiedenen Schultypen zeigt. Dasselbe
lasst sich bei der Zahlentheorie nicht einmal fiirs Gymnasium feststellen (vgl. dazu (2],
Seite 252 und (4], wo Zahlentheorie wenigstens unter die wahlfreien Gebiete aufge-
nommen worden ist), was wohl mit der — wegen des gewohnten Umgangs mit den
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elementaren Sitzen der multiplikativen Zahlentheorie in Z — schwieriger zu motivie-
renden strengen Begriindung zusammenhéngt.

Hat man sich aber dazu entschlossen — etwa in einer Arbeitsgemeinschaft — ein
Teilgebiet der multiplikativen Zahlentheorie, z.B. elementare Teilbarkeitslehre der
ganzen Zahlen, zu betreiben, so erscheinen Sitze wie die folgenden wegen der Ge-
wohnung an die Rechenregeln in diesem speziellen Bereich leicht als trivial.

In der Struktur (Z; + , -] gilt:

(T,) Es existieren unzerlegbare Elemente, ndmlich alle Zahlen der Menge
{z € Z | z ist Primzahl oder — z ist Primzahl}.

(T,) Es gilt der Satz von der Zerlegbarkeit jedes Elements (= 0) in unzerlegbare
Elemente, z.B. 120 =2-2-2-3.5.

(T,) Es ist jede solche Zerlegung bis auf die Reihenfolge der Elemente und bis
auf assoziierte Elemente eindeutig,
zB. 120=2.2-2.3-5=2-3.2.5.2=(—2)-3.2-(=5)-2.

Die Bedeutung solcher Sitze und auch ihre Beweiswiirdigkeit werden eher sicht-
bar, wenn man die Teilbarkeitslehre auf abstrakte algebraische Strukturen (hier
zunichst in geeigneten Modellen) zu iibertragen versucht, also auf Integritdtsbereiche
mit Einselement, damit nichttriviale Teilbarkeitslehre iiberhaupt erst méglich und
sinnvoll wird. Dadurch werden die Teilbarkeitsaussagen in [Z; -+, -] aus ihrer Isola-
tion befreit, konnen als algebraische Sitze den ihnen zukommenden Grad an Allge-
meinheit gewinnen und geben damit die richtige Perspektive frei fiir Teilbarkeits-
probleme in [Z; +, -] als einer der moglichen Modellstrukturen.

Als naheliegende exemplarische Modellstruktur bietet sich der Integritdtsbereich
der GauBschen Zahlen G an,

fa+bilabeZ};+, 1,
der z.B. als 2-dimensionaler Vektorraum iiber dem Ring [Z; +, - ] eingefiihrt werden
kann ([6], Seite 54). Die Hauptergebnisse Ty, T,, T lassen sich bei geeigneter Verall-
gemeinerung der zugrunde liegenden Begriffe hier wiederfinden. Das trifft bekanntlich
keineswegs fiir jeden Ring zu, nicht einmal fiir jeden Integrititsbereich mit Eins-
element.

2. Elementar kann man die Existenz der Sitze T;, T,, T3 verallgemeinerungs-
fihig zeigen, indem man den zugrunde liegenden Integritdtsbereich als Euklidschen
Ring verifiziert und diese Eigenschaft als hinreichende Bedingung fiir das Bestehen
der drei Siitze, insbesonders fiir den Eindeutigkeitssatz, aufweist, wie z.B. in [3]
ausfithrlich dargestellt ist.

Definition: Ein Ring [R; +, -] heisst ein Euklidischer Ring wenn er Integritats-
bereich ist und eine Abbildung

g: R{0} > {zeZ |z =0}
definiert ist, fiir die gilt:
(E,) gla-b) = g(a)firallea,beR,a +0,b + 0.

(E,) Fiirallea,beR,b + 0, existieren Elemente ¢, 7 € R, so dass stets Gleichun-
gen a = b-g -+ mit » = 0 oder mit r + 0, dann aber mit g(b) > g(), existieren.

Speziell fiir [Z, +, -] ist g: Z/{0} - Z*+, z — | z | , eine solche Abbildung.
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Esist verhdltnismissig einfach, fiir den Integrititsbereich [G; +, -] die Euklidsche
Eigenschaft nachzuweisen, wenn man g{z) = Norm (2) setzt (vgl. [1], [3], [5], [6]). In
der zitierten Literatur werden dafiir aber sowohl der Koérper der komplexen Zahlen
mit rationalem Real- und Imaginérteil als auch der Begriff der Norm und ihre Multi-
plikativitidt in diesem Bereich benutzt. Das ist natiirlich mathematisch korrekt, aber
vom Standpunkt der Didaktik unbefriedigend, da einmal der algebraische Bereich,
in dem Teilbarkeitsaussagen gemacht werden sollen, in einen Erweiterungsbereich
eingebettet werden muss; zum anderen wird fiir den Lernenden der Blick gerade
wieder vom Integrititsbereich zu einem Kérper hin abgelenkt, was der Problematik
der Teilbarkeit wieder die Ndhe zur trivialisierenden Korpereigenschaft suggerieren
kann. Zum dritten sollte auch auf den Mangel an Denkokonomie hingewiesen sein,
der den oben zitierten Verfahren dann anhaftet, wenn man den Akzent auf Teilbar-
keitsiiberlegungen in gewissen Bereichen setzt und die Theorie immanent, also ohne
algebraische Erweiterungen, aufbauen machte.

3. Hier sollen zwei Wege aufgezeigt werden, wie man beim Beweis der Euklidschen
Eigenschaft mit den GauBschen Zahlen allein auskommen kann, wobei im ersten Iall
zwar noch die gewohnlichen rationalen Zahlen herangezogen werden, im zweiten
aber nur der Ring der ganzen Zahlen [Z; 4+, -] als Hilfsmittel benutzt wird.

Im folgenden wird der Integritédtsbereich [G; +, -] der Gaullschen Zahlen mit der
multiplikativen Norm N (¥ + ) = u® + v? vorausgesetzt und wieder g(z) = N(z)
gesetzt.

Fiithrt man nun folgende Bezeichnungen ein:
so ist wegen (ai 4 a3) (b7 + b3) = af + a5 E, stets erfiillt. Ebenso ist sicher fiir jedes
Paara, f e G

a=xf+p (2)

mit geeigneten »x, p € G erfiillbar. Man braucht ja nur % € G vorzugeben und p € G
geeignet bestimmen. Die Norm N(p) ldsst sich aus (2) berechnen.

N(g) = N (x — =p)
= N{a, + agt — [ky by — kg by + (ky by + Ry by) 2]}
= N{ay — ky by 4 kg by + 7 (ag — Ry by — Ry bo)} j (3)
= (by Ry — by ky — ay)® + (b By + bz ky — ay)?
N(B) =t} + b

Zu zeigen ist, dass man » und p als Elemente aus G so wihlen kann, dass im Falle
p =0

N(B) > No) (4)
gilt.

1. Weg: Das Gleichungssystem fiir ¥, k¥
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ist wegen (1) und N(f) # 0> f + 0 immer, und zwar mit Elementen aus Q, 16sbar.
Wihlt man dann %, € Z (i = 1, 2) mit | b, — k¥ | = 1/2, so erhdlt man mit (3)

Ng) = (by by — by by — ay)* + (ba Ry + 0y ky — a,)®
= (by [ky — kf] — g [Ry — RF1)? + (by [Ry — kﬂ + by (ke — k3 1)?
= N(f) Lk — k712 -+ N(B) [k — k2]
< N(B) - 1/2 < N(f) .

2. Weg: Driickt man (4) mit Hilfe von (3) aus und multipliziert beiderseits mit
N2(f), so erhilt man die Ungleichung

(by by N(B) — by ks N(B) — a1 N(B))* + (ba by N(B) + b1 ke N(B) — ax N(B))* < N*(f) -
(%)

Die an dieser Ungleichung orientierte Ungleichung fiir £}*, 23*

(by B** — by k¥* — ay N(B))? + (b AF™ + by kF* — a, N(f))® < N? 8)
ist (vgl. 1. Weg) sogar mit Elementen kf*, k}* € Z derart l6sbar, dass die beiden
Klammerterme links Null sind. Zu k** (i = 1, 2) gibt es bekanntlich %,, 7; € Z, so dass

ilt:

: RE* = k; N(B) + 7, mit 2ir | =N . (6)
Damit erhilt man (vgl. (5) und Losungseigenschaft von BYY Y

(by By N(B) — by ky N(B) — @y N(B))? + (by by N(B) + by by N(f) — a, N(f))*

= (by 71 — ba 72)2 + (ba 7y + by 7))

= b7+ by + b+ B

= N(B) (r; + 73) -

Fiir 7, = 7, = 0 folgt wegen N(f) > O die Behauptung (5) sofort; anderenfalls ldsst
sich weiter abschitzen:

< N(B)-2-max? (Ir ], [72])
< N(B)- (Zmax ({7, ], |72 ])?
< N3 (B) (vgl (6)
Die Ungleichung (5) ist wiederum bestitigt.

Fiir beide Wege sei abschliessend ein Beispiel angegeben. Mit o = 3 + 4 ¢ und
B = 2 — i wird (2) jetzt

3bdid= (kg4 hyt) (2—12)+ 7+ 150 } o
=2k +hyt+r+ Qhy— Ry +7)5.
Das Hilfssystem ist beim 1. Weg
2R* L RkF =3, —kf+2k =4,
beim 2. Weg
2R¥* L RE* =15, —kI*+28%=20,
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da die Determinante des 1.Systems N(8) = 5 ist und (7) nach Multiplikation mit N(f)
lautet:

(3+44).5=02k+k).54+5r+(CLhy—FkD>.54+51)1.
Die Hilfssysteme haben wegen 2** = N(f) - k¥ die Losungen

AF =BRF =2, BT=3AF=11.
Auf beiden Wegen erhilt man wegen der Aquivalenz der Bedingungen | k; — &} | <
1/2, k;€ Z, und (6): &y = 0, ky = 2. Aus (7) folgt nun r, =1, 7, = 0, so dass abschliessend
gilt:

N{p)=5>N(g)=1.

Uberblickt man zusammenfassend die Beweismittel, so sind esiiber die Voraussetzungen
beziiglich des Integritdtsbereichs G hinaus nur die Bedingung fiir nicht leere Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems im Falle m = # = 2 und die Kenntnis der
Losungsterme sowie etwas elementare Zahlentheorie in Z.

Hermann Hering, Frechen (Bundesrepublik)
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Uber einige einfache Folgen und Reihen im Schulunterricht

Es sollen hier einige Folgen und Reihen mit einfachen Mitteln behandelt werden,
die vielleicht nicht allgemein bekannt sind.
Ein einfacher Beweis fiir die Monotonie der Folgen mit dem allgemeinen Glied

#n+1

3 1 n
(1 s n) bzw. ( 1+ n) beniitzt nur die Formel?)

at— b= (a—b)(a* 1+ a" b+ ...+ 5" (1)
Man hat

1 " 1 #n—1
(+2) - (+53)
#n n—1

1\" 1\ 1 L
= (1+) - (14 25) + 1+ .
( n n—1 n—1 n—1
1) Herr Professor HLAWKA machte mich freundlicherweise darauf aufmerksam, dass dieser

Beweis von YzEREN (1970) stammt, der in derselben Weise auch (1 + z/n)" fiir komplexes
z untersuchte.




	Zur Teilbarkeit in Ringen

