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and let f e (0,1) be irrational Smce the sequences (An(£)) and (An(l — £)) converge
to finite hmits, they are Cauchy sequences Hence there exists Ne^ such that for
n > Ne e we have | AH(£) - An_^) |< e and | An(l - f) - _4n_x(l - f) | < e Smce

f is irrational, [£ n] ^ £ n and, consequently, by the previous lemma, we know that
either (u) [£ tt] [£(«- 1)] or (m) [(1 - £)n] [(1 - I) (tt - 1)] is true In the first
case, we have

an 27 **"
k fn|]+l

n-1
a.

fc-[(»-D-]+i
In the second case, we have

n-1

MS) - ^n-l(f) <e

a„ ^(l-D-^^l-l) <eJJ ak — ^7 a
k [n(l-|)]+l Ä [(n-l)(l-|)] + l

Thus, for tt > _Ye | we have | aft | < e and the theorem is proved
I am deeply grateful to Professor R Bojanic for his suggestions and guidance

throughout the wntmg of this paper
Rada Higgms, Ohio State University Columbus, USA
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Ein reduziertes Erzeugenden-System der Kongruenzgruppe in der Ebene

1. Die Gruppe der Kongruenz-Abbildungen der Ebene

Unter einer Isometrie oder Kongruenz-Abbildung y m der Ebene versteht man
das Produkt aus endlich vielen Geraden-Spiegelungen. Bezeichnet ag die Spiegelung
an der Geraden g, dann ist also

y^oaoobooco ...oan. (1)

Die Achsenspiegelung ist eine mvolutonsche Abbildung, wird die Bildfigur emer
gegebenen Urfigur an der gleichen Achse gespiegelt, so ergibt sich wieder die Urfigur.
Das Produkt jeder Spiegelung mit sich selbst ist daher die identische Abbildung 1, die
jeden Punkt der Ebene auf sich selbst abbildet:

aaoaa i. (2)

Hieraus folgt, dass die Kongruenz-Abbildung y nach (1) eine inverse Abbildung y~x
besitzt:

y-i orno.. oacoaboaa. (3)

In den Produkten y o y1 und y~x o y smd namhch Produkte von je zwei gleichen
Spiegelungen vorhanden, die man wegen (2) jeweils streichen kann. Man erhalt dann
schhesshch

y o y~ und y-l o y ~ 1. (4)



<fa o ob ob o oa (7)
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Es sei noch erwähnt, dass die Produkte von Kongruenz-Abbildungen assoziativ sind,
d.h.

(n ° y2) o y3 ?i o (ya o y,) (5)

Das Produkt von Kongruenzabbildungen ergibt nach Definition stets wieder eine

Kongruenzabbildung. Zu den Kongruenzabbildungen gehört nach (2) auch die
identische Abbildung i als Neutralelement mit

i o y y o i — y (6)

Nach (4) gibt es zu jeder Kongruenzabbildung eine Inverse. Versteht man unter K
die Menge aller Kongruenz-Abbildungen der Ebene, so ist das Verknüpfungsgebilde
[K; o] eine Gruppe.

2. Die verschiedenen Typen von Kongruenz-Abbildungen
Zur Einteilung der Menge K aller Kongruenz-Abbildungen wird als charakterisierendes

Merkmal die Mindestzahl von Achsenspiegelungen gewählt, die zur Erzeugung

der jeweiligen Abbildung gemäss (1) erforderlich ist. Hat das Produkt n Faktoren,

so heisst die Abbildung auch n-fach-Spiegelung.
Das Produkt oa o ab zweier Spiegelungen an Achsen a und b ist nur dann von der

Reihenfolge der Faktoren unabhängig, wenn die beiden Achsen entweder zusammenfallen

oder orthogonal sind:

a= b)
a±bj

Im Falle a b ist die Abbildung oa o ab die Identität i, im Falle a J_ b ist sie die

Punktspiegelung nP am Schnittpunkt P der beiden Achsen. Für die Punktspiegelung
7tP ist die besondere Lage der in P orthogonalen Achsen unerheblich: Falls
anb cOd {P} und a ±b; c J_d ist:

7tp Oa O Ob Oc O Cfd

Achsen- und Punkt-Spiegelungen sind die einzigen mvolutorischen Kongruenz-
Abbildungen:

oaooa i; 7tPo nP — i oder er"1 oa ; Ttp np
Für die übrigen Produkte aus zwei Geradenspiegelungen sind zwei Fälle zu
unterscheiden:
1. Die beiden Achsen schneiden sich in einem Punkt S. Dieser ist dann Drehpunkt

der Rotation q um S.

2. Die beiden Achsen sind parallel. Die Doppelspiegelung ist dann eine Translation r.
anb {S} => oaoob Q (8)

a n b {^} oao ob t (9)

Im Falle der Drehung ist der Drehwinkel «5 doppelt so gross wie der orientierte Winkel
zwischen den Geraden a und b:

d~2w(*J). (10)

Liegt eine Translation vor, dann ist der Schiebvektor v der 2-fache Abstandsvektor
zwischen den Parallelen a und b:

v 2d(a7b). (11)
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Fig. 1

Zwei Drehungen bzw. Schiebungen sind identisch, falls sie in Dreh-Punkt und
-Winkel, bzw. im gerichteten Abstand der Parallelen übereinstimmen:

q oa o ob oc o od für anb cnd {5} und ie/(a, b) ie>(c, ^) (12)

onooh oro o. für ftlldlrf und d(a, b) <*(c, i) (13)

Satz: Das Produkt von zwei Doppelspiegelungen ist stets wieder eine Doppelspiegelung.
Der Beweis dieses Satzes sei exemplarisch lediglich für einen, allerdings

umfassenden, Sonderfall durchgeführt (Fig. 2).
Es seien zwei Paare nichtparalleler Achsen a 4= b, c =# d gegeben, ihre Schnittpunkte

heissen P und Q. Die Gerade PQ werde mit b' c' bezeichnet. Die Drehung
qp oao ob werde zurückgeführt auf eine Doppelspiegelung an Achsen af, b';
entsprechend werde die Rotation qq oc o od umgeformt:

qp aa o ob ov o (T^ mit anb a' nb' {P} und z#(#, 6) z#(#', b')

qq oco od= oc>o od> mit c nd c' nd' {Q} und ie>(c, d) Z£>(c', ^')

Dann ist:

ß OaO ObO OcO Od QpO Qq Oa>0 Ov O Oc> O 0> (14)

Da b' c' gewählt wurde, ist ovo oc> und somit:

0 <voo>. (15)

Dies ist im allgemeinen (nämlich, falls a' -H- <Z') eine neue Drehung um den Schnittpunkt

R der neuen Achsen ä', d'. Entsprechende Beweisgänge zeigen, dass das

Produkt zweier Schiebungen, zweier Punktspiegelungen sowie das Produkt von
Drehung und Schiebung (oder umgekehrt) stets eine Schiebung ist.

Während das Produkt aus vier Spiegelungen keinen neuen Typus von
Kongruenz-Abbildungen liefert, ergibt das Produkt von drei Spiegelungen im allgemeinen
eine neue Art von Abbildungen, die Schub- oder Gleit-Spiegelungen, die hier nicht
weiter erörtert werden sollen. Darüber hinaus gibt es keine anderen
Kongruenzabbildungen: jede gerade Anzahl von Spiegelungen kann durch Paarung schrittweise
als Doppelspiegelung dargestellt werden, bei ungerader Zahl von Spiegelungen
resultiert dann eine Dreifach- oder eine Einfach Spiegelung. Somit gilt:
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b/

Fig 2

Satz: Jede Kongruenzabbildung der Ebene kann als Produkt von höchstens drei
Achsenspiegelungen dargestellt werden.

Die Geraden-Spiegelungen bilden also ein Erzeugenden-System für die
Kongruenz-Gruppe.

Wegen seiner Bedeutung für das Nachfolgende sei noch das Produkt obo oao ob

mit a * b besprochen:
Es sei a O b {5} und oh(a) ab. Dann ist: w(a, b) w(b, ab) und daher:

oder nach rechtsseitiger Multiplikation mit ob:

abooaoob^ oab. (16)

Die scheinbare Dreifach-Spiegelung ist eine Einfach-Spiegelung an einer neuen
Achse ab, die sich durch Spiegelung von a an b ergibt.

Fig. 3

3. Ein reduziertes Erzeugenden-System der Gruppe [K; o ]

Durchmustert man die Vielzahl der Kongruenz-Abbildungen der Ebene, so

findet man: genau eine Identität, je oo2 Achsen- und Punkt-Spiegelungen und
Schiebungen, sowie je oo3 Drehungen und Schubspiegelungen. Sie alle können erzeugt
werden durch die oo2 Achsenspiegelungen. Es wird gezeigt werden, dass sich die
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Erzeugenden-Menge noch wesentlich reduzieren lässt auf die oo1 Spiegelungen an
Achsen eines Geradenbüschels und nur einer weiteren Achsenspiegelung. Man kann
sich sogar auf einen beliebig kleinen Ausschnitt des Geradenbüschels beschränken.

3.1. Geradenbüschel G und Teilbüschel Gt

Die Menge aller Geraden gt durch einen Punkt Z ist das Geradenbüschel

G {gt\gl3Z}, igR, 0 <i<2}.
Hierbei sei die Indexmenge i die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 2, wobei i
so zu wählen ist, dass für den Winkel gegen eine Gerade g0 gilt:

»(&.&)=*''90°.
Im besonderen ist: g0 J_ gv

Ist t eine beliebig kleine Zahl (z.B. 10~6), dann ist

Gt {gt \gtsZ M <t<2}
ein Teilbüschel von G.

Es werde bezeichnet: die Spiegelung an gt mit ot und die Rotation um Z:

(T0O(7j e0)I
Unter der ^>-ten Potenz einer Rotation werde das ^-fache Produkt der Rotation

verstanden: q* qoqoqo...oq.
Es gilt
Q0 i a0oorl (Tlo o2t o2l o oZl

daher:

Qo,t K° <**) ° (<*, ° O o o (o(p-in o opt) o0ooPi.

9i

G.^

Fig. 4

Eine beliebige Gerade gqsG kann als Gerade gpt geschrieben werden mit q pi,
pe N und * < t.

Aus der Gleichung

Qh=(<*oOOt)i> 00OOpi

folgt nach Links-Multiphkation mit o0 für die Spiegelung an einer beliebigen Geraden

des (Voll-)Büschels G:

Ü9 ^ °Pt =(T0O (<*0 ° <*i)P mit ^0» St e G|-
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Die Spiegelungen an Geraden des Vollbüschels G werden daher durch Spiegelungen an
Geraden des Teilbüschels Gt erzeugt.

3.2. Die äquidistanten Büschel

Ausser Gt sei zusätzlich eine büschelfremde Gerade h $ G gegeben. Sie stehe im
Punkt H senkrecht zu g0:

h±g0; hng0~{H}; H*Z.
Es gibt die Punktspiegelungen und die Translationen

nz o0 o o! oi o o0 ; nn oQ o oh oh o o0

x oxo oh nzo nu ; T-1 oho ot nHO nz •

Auf der Geraden g0 liegen äquidistant die Zentren Zk mit:

x(Z) Zx, x(Zx) x2(Z) Z2 x»(Z) Zn

und

x~\Z) Z-x, x~\Z~x) x~2(Z) Z-2,. x~«(Z) Z_n

wobei

Zk e g0 und ZkZk+x 2.Z_C_" mit keZ Z Z0

Für die Potenzen der Translationen gilt

t» (crx o <rA)rt (nz o 7tn)n und xr* (crÄ o o-i)" (tth o ttz)"

Fig. 5

Eine behebige Gerade / gq e G werde an h nach /' und von da an g0 nach /x

gespiegelt:

<r»(/) /' und <r0(/') /i-
Dann gilt für die Spiegelungen an diesen Geraden nach (16)

off oh o OfO oh und oyx oQ o Of o oQ
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daher:

ofX or0 o (oh oofo oh) o <r0 (a0 o oh) o ofo (oh o o0) =-nno oyo nH (17)

Demnach können alle Spiegelungen an Achsen fx des Büschels Gx {fx | fx 3 Zx} durch

Spiegelungen an Achsen / e G erzeugt werden.
Wegen /x jt/t(/) ist fx \\f. Es gibt eine Translation xf ofo ofl oder wegen (17):

r/ (°>° nnf (oyo <r0 o (xA)2.

Benennt man alle Parallelen zu / durch die Zentren Zk mit fk, d.h. fk b Zk und fk\\f,
so gilt für die Translation

V,a-i O (7,'/Ä

daher:

r* (oyo oyj)* (oyo ofX) o (oyj, o of2) o o (oy^ o <y/fc) ofo ofk

Aus oyo ofk x$ (ofo oQ o oh)2k folgt durch Links-Multiplikation mit oy für die

Spiegelung oy* an der Geraden fk des Büschels Gk:

<*fk <*t° (afoao°°h) 2k (18)

*t ^z2 ^z3

Fig. 6

Z)^ Spiegelungen an beliebigen Achsen eines Büschels Gk werden durch die Spiegelungen

an h und an Achsen von G erzeugt.

3.3. Erzeugung einer beliebigen Spiegelung a,,1)

Es sei a eine beliebige Gerade der Ebene (a $ Gk, a 4= h). Man zeichne um ein

behebiges Büschelzentrum Zs den Kreis k, der die Gerade a berührt, sodann von einem
Zentrum Zr ausserhalb des Kreises k eine Tangente vr an ihn. Ihr Schnitt mit der
Geraden a sei S, und die Gerade SZS sei ws. Diese Gerade ws ist Symmetrieachse zu
den beiden Tangenten vr und a an den Kreis k. Daher gilt nach (16):

aa aws 0avr° aws

Die Menge von Achsen-Spiegelungen

x) Nach emem Vereinfachungsvorschlag von M. Jeger/Zürich.
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Fig. 7

erzeugt sämtliche Achsenspiegelungen und damit sämthche Kongruenz-Abbildungen
der Ebene.

£ ist ein reduziertes Erzeugenden-System für die Gruppe [K; o].

O. Botsch, Heidelberg

Aufgaben

Aufgabe 689. Man gebe eine Folge (an)neN reeller Zahlen so an, dass gilt:
Zu jeder positiven reellen Zahl s existiert eine streng monotone Abbildung hs: N -> N
derart, dass die Potenzreihe

Zd ahs(n)Z

genau den Konvergenzradius s besitzt. P. Dierolf, München

Lösung des Aufgabenstellers: Sei {rn:ne N} irgendeine Abzahlung der positiven
rationalen Zahlen. Wir setzen an: (rn)n (n e N). Zu s > 0 gibt es dann offenbar
eine Teilfolge (fÄ(w))neN mit lim rk(n) 1/s. Aus der Formel für die Berechnung des

Konvergenzradius der Reihe

ZW*"*
erhält man:

h{n)

1/R lim^sup ]/ \ am | üm^sup rk{n) 1/s

Aufgabe 690. Für den halben Umfang s, den Umkreisradius R und den Inkreisradius

r eines Dreiecks beweise man

2s2>r[20R-r+ j/3 (12 R + r) (4R~5r)] >32Rr~10r2,
mit Gleichheit genau für a b c. A. Bager, Hj0rring, Dänemark

Lösung (mit Verschärfung): In der Lösung der Aufgabe 688 (Band 29 (1973),
Seite 19, (6)) wurde die Gültigkeit von

s2 > 2 R2 + 10 Rr - r2 - 2 (R - 2 r) ]/R {R » 2 r) (*)

nachgewiesen. Diese Ungleichung ist schärfer als die linksseitige Ungleichung der
vorliegenden Aufgabe.
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