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and let £€ (0, 1) be irrational. Since the sequences (4,(§)) and (4,(1 — &)) converge
to finite limits, they are Cauchy sequences. Hence there exists N, ; such that for
#n> N, we have |4,(&) —A4,_(6)| <eand [4,(1 — &) — 4,_,(1 — &) | <e. Since
& is irrational, [£ n] # & n and, consequently, by the previous lemma, we know that
either (ii) [ #] = [£ (n — 1)] or (iii) [(1 — &)n] = [(1 — &) (n — 1)] is true. In the first
case, we have

”n n-—1
2, | = G- Y 4| =48 An_1(5>‘<e
k={n&+1 k=[(n-1)§]+1

In the second case, we have
” n~—1
l ay | = 2 A — 2k
k=[n(1-£)]+1 E=[(n-1)(1-§]+1
Thus, for » > N, . we have |a,| < & and the theorem is proved.

I am deeply grateful to Professor R. Bojanic for his suggestions and guidance
throughout the writing of this paper.

Rada Higgins, Ohio State University Columbus, USA
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Elementarmathematik und Didaktik
Ein reduziertes Erzeugenden-System der Kongruenzgruppe in der Ebene

1. Die Gruppe der Kongruenz-Abbildungen der Ebene

Unter einer Isometrie oder Kongruenz-Abbildung v in der Ebene versteht man
das Produkt aus endlich vielen Geraden-Spiegelungen. Bezeichnet ¢, die Spiegelung
an der Geraden g, dann ist also

Y =0,006,00,0...00,. (1)

Die Achsenspiegelung ist eine involutorische Abbildung; wird die Bildfigur einer
gegebenen Urfigur an der gleichen Achse gespiegelt, so ergibt sich wieder die Urfigur.
Das Produkt jeder Spiegelung mit sich selbst ist daher die identische Abbildung ¢, die
jeden Punkt der Ebene auf sich selbst abbildet:

0,00, =¢t. (2)
Hieraus folgt, dass die Kongruenz-Abbildung y nach (1) eine inverse Abbildung
besitzt:

y1=¢,0...00,00,00,. (3

In den Produkten y o y~! und y~! o y sind ndmlich Produkte von je zwei gleichen
Spiegelungen vorhanden, die man wegen (2) jeweils streichen kann. Man erhilt dann
schliesslich

yoyl=¢ und y-loy=1:. (4)
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Es sei noch erwdhnt, dass die Produkte von Kongruenz-Abbildungen assoziativ sind,
d.h.

(¥1072) O y3 =910 (Y20 74} - ()
Das Produkt von Kongruenzabbildungen ergibt nach Definition stets wieder eine
Kongruenzabbildung. Zu den Kongruenzabbildungen gehért nach (2) auch die
identische Abbildung ¢ als Neutralelement mit

LOy=yo0t=7%. (6)
Nach (4) gibt es zu jeder Kongruenzabbildung eine Inverse. Versteht man unter K
die Menge aller Kongruenz-Abbildungen der Ebene, so ist das Verkniipfungsgebilde
[K; o] eine Gruppe.

2. Die verschiedenen Typen von Kongruenz-Abbildungen

Zur Einteilung der Menge K aller Kongruenz-Abbildungen wird als charakteri-
sierendes Merkmal die Mindestzahl von Achsenspiegelungen gewidhlt, die zur Erzeu-
gung der jeweiligen Abbildung gemdss (1) erforderlich ist. Hat das Produkt » Fakto-
ren, so heisst die Abbildung auch #n-fach-Spiegelung.

Das Produkt ¢, 0 o, zweier Spiegelungen an Achsen a und b ist nur dann von der
Reihenfolge der Faktoren unabhingig, wenn die beiden Achsen entweder zusammen-
fallen oder orthogonal sind:

a=1">

a | b
Im Falle a = b ist die Abbildung o, © g, die Identitit ¢, im Falle a | b ist sie die
Punktspiegelung p am Schnittpunkt P der beiden Achsen. Fiir die Punktspiegelung
np ist die besondere Lage der in P orthogonalen Achsen unerheblich: Falls
aNb=cNd={P} und a | b; ¢ | d ist:

Np = 6a O Oy = Gc O Od.

Achsen- und Punkt-Spiegelungen sind die einzigen involutorischen Kongruenz-
Abbildungen:

0,00,=t; MpOmp=1t oder o,'=0,; 7p=7p.

Fiir die iibrigen Produkte aus zwei Geradenspiegelungen sind zwei Fille zu
unterscheiden:
1. Die beiden Achsen schneiden sich in einem Punkt S. Dieser ist dann Drehpunkt

der Rotation p um S.

2. Diebeiden Achsen sind parallel. Die Doppelspiegelung ist dann eine Translationt.

anb={S} = g,00,=p (8)

anb={$} = q,00,=1. ©)

Im Falle der Drehung ist der Drehwinkel § doppelt so gross wie der orientierte Winkel
zwischen den Geraden a und b:

8=2w(a,b). (10)
Liegt eine Translation vor, dann ist der Schiebvektor v der 2-fache Abstandsvektor
zwischen den Parallelen 4 und b:

v=2d(a,b). | (11)

} = 0,00,=0,00,. (7)
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Fig. 1

Zwei Drehungen bzw. Schiebungen sind identisch, falls sie in Dreh-Punkt und
-Winkel, bzw. im gerichteten Abstand der Parallelen iibereinstimmen:

0p=0,00,=06,00, fir anb=cnd={S} und w(ﬁ)=w(m) (12)
t=0,00,=0,00, fir alblc|d und d(a, b) =d(c,d)  (13)

Satz: Das Produkt von zwer Doppelspiegelungen ist stets wieder eine Doppelspiegelung.

Der Beweis dieses Satzes sei exemplarisch lediglich fiir einen, allerdings umfas-
senden, Sonderfall durchgefiihrt (Fig. 2).

Es seien zwei Paare nichtparalleler Achsen @ + b, ¢ + d gegeben, ihre Schnitt-
punkte heissen P und Q. Die Gerade PQ werde mit 4’ = ¢’ bezeichnet. Die Drehung
op = a, o0 o, werde zuriickgefiihrt auf eine Doppelspiegelung an Achsen a’, b’; ent-
sprechend werde die Rotation gg = ¢, 0 03 umgeformt:

gp=0,00,=0,00, mit anb=anNb ={P} und w(ﬁ) s w(m)

0Q=0,00,=0,00, mit cnd=c nNnd ={Q} und w(ZE):w(cTi:)
Dann ist:

f=0,00,00,00,=0p0QQ=0,00,00,00,. (14)
Da b’ = ¢’ gewidhlt wurde, ist 0, 0 6, = ¢ und somit:

f=0,00,. (15)

Dies ist im allgemeinen (ndmlich, falls a’ + d') eine neue Drehung um den Schnitt-
punkt R der neuen Achsen a’, d’. Entsprechende Beweisginge zeigen, dass das
Produkt zweier Schiebungen, zweier Punktspiegelungen sowie das Produkt von
Drehung und Schiebung (oder umgekehrt) stets eine Schiebung ist.

Wihrend das Produkt aus vier Spiegelungen keinen neuen Typus von Kon-
gruenz-Abbildungen liefert, ergibt das Produkt von drei Spiegelungen im allgemeinen
eine neue Art von Abbildungen, die Schub- oder Gleit-Spiegelungen, die hier nicht
weiter erértert werden sollen. Dariiber hinaus gibt es keine anderen Kongruenz-
abbildungen: jede gerade Anzahl von Spiegelungen kann durch Paarung schrittweise
als Doppelspiegelung dargestellt werden, bei ungerader Zahl von Spiegelungen
resultiert dann eine Dreifach- oder eine Einfach Spiegelung. Somit gilt:
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Fig. 2

Satz: Jede Kongruenzabbildung der Ebene kann als Produkt vom hichstens dres
Achsenspiegelungen dargestellt werden.
Die Geraden-Spiegelungen bilden also ein Erzeugenden-System fiir die Kon-

gruenz-Gruppe.
Wegen seiner Bedeutung fiir das Nachfolgende sei noch das Produkt ¢,0 6,0 ¢,
mit a + b besprochen:

Es sei a N b = {S} und 0,(a) = a,. Dann ist: w(ﬂ) e w(b:—é:) und daher:
0, =0,00,= 0,00,
oder nach rechtsseitiger Multiplikation mit o, :

0,0 0,0 0, = 0, . (16)

Die scheinbare Dreifach-Spiegelung ist eine Einfach-Spiegelung an einer neuen
Achse a,, die sich durch Spiegelung von a an b ergibt.

3

Fig. 3

-~

3. Ein reduziertes Erzeugenden-System der Gruppe [K; 0 ]

Durchmustert man die Vielzahl der Kongruenz-Abbildungen der Ebene, so
findet man: genau eine Identitit, je oo? Achsen- und Punkt-Spiegelungen und
Schiebungen, sowie je co® Drehungen und Schubspiegelungen. Sie alle kénnen erzeugt
werden durch die oo? Achsenspiegelungen. Es wird gezeigt werden, dass sich die
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Erzeugenden-Menge noch wesentlich reduzieren lisst auf die oo! Spiegelungen an
Achsen eines Geradenbiischels und nur einer weiteren Achsenspiegelung. Man kann
sich sogar auf einen beliebig kleinen Ausschnitt des Geradenbiischels beschranken.
3.1. Geradenbiischel G und Teilbiischel (_h

Die Menge aller Geraden g; durch einen Punkt Z ist das Geradenbiischel
G={g, 1g.22Z}, ieR, 0<i<?2}.

Hierbei sei die Indexmenge ¢ die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 2, wobei ¢
so zu wihlen ist, dass fiir den Winkel gegen eine Gerade g, gilt:

w(go, g;) = ¢ - 90°.

Im besonderen ist: g, | g;.
Ist ¢ eine beliebig kleine Zahl (z.B. 10-%), dann ist

at:{gilgiaz/\iﬁt<2}

ein Teilbiischel von G.

Es werde bezeichnet: die Spiegelung an g; mit ¢; und die Rotation um Z:
0o O 0; = Qo,,

Unter der p-ten Potenz einer Rotation werde das p-fache Produkt der Rotation
verstanden: g =popopo...0p.

Es gilt
Qo,i =090 0;=0;00,; =03;003; = ...
daher:
08 =1(0000)0 (0,005,)0 . ...... O (0(p—1 O Op;) = O C T, -

Fig. 4

Eine beliebige Gerade g, € G kann als Gerade gp: geschrieben werden mit g = s,
peNund: <.
Aus der Gleichung

Qg,i = (090 0;)? = Gy O ),

folgt nach Links-Multiplikation mit o, fiir die Spiegelung an einer beliebigen Geraden
des (Voll-)Biischels G:

Oy = 0y = 050 (6,0 0,)? mit g, g EG,
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Die Spiegelungen an Geraden des Vollbiischels G werden daher durch Spiegelungen an
Geraden des Teilbiischels G, erzeugt.

3.2. Die dquidistanten Biischel

Ausser E, sei zusdtzlich eine biischelfremde Gerade 4 ¢ G gegeben. Sie stehe im
Punkt H senkrecht zu g,:

h1lg; hogo={H}; H=*Z.
Es gibt die Punktspiegelungen und die Translationen
Tz = 00 0, =0,00y; TH =030 0, = 0,0 0,
T=0,00,=7z0nH; T '=0,00,=AHONZ.
Auf der Geraden g, liegen dquidistant die Zentren Z, mit:
W(2)=2,, ©1(Z)=12)=2,,...,7"2) =2,
und
TV 2)=2-,, TV ) =T1¥o)=2—,...,TL)=2Z_,
wobei
Z,cg und Z, Z,4y=2.ZH mit keZ, Z=2,.
Fiir die Potenzen der Translationen gilt

"= (0,00,)"= (nzong)® und 7-"= (0,0 0y)" = (WO 7z)".

Eine beliebige Gerade f = g, € G werde an h nach f und von da an g, nach f,
gespiegelt:

o) =7 und o f) =/ .
Dann gilt fiir die Spiegelungen an diesen Geraden nach (16)

0} =0,00,00; und oy =0y00;00,
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daher:
Gr1 = 030 (0,0 0,0 0,) O 6y = (09O G}) © 0,0 (0,0 G¢g) = Ty O G0 Ty . (17)

Demnach konnen alle Spiegelungen an Achsen f; des Biischels 61 ={f, | },3 Z,} durch

Spiegelungen an Achsen f € G erzeugt werden.
Wegen f, = ny(f) ist f,]|f. Es gibt eine Translation 7= 6,0 0/, oder wegen (17):

T, = (0,0 7wy)® = (0,0 6,0 0})2 .

Benennt man alle Parallelen zu f durch die Zentren Z, mit f,, d.h. f, 3 Z, und {, || {,
so gilt fiir die Translation

Tf= O’fO Gfl — O'flo O'f2 = . e e = an—lo Gfk
daher:
k
Ty = (0,0 041)* = (0,0 051) O (07,0 Gf9) O . .. O (07 4-10 Opy) = GO Ty -

Aus 6,0 0y = 1§ = (0,0 0, O 6,)2* folgt durch Links-Multiplikation mit o, fiir die
Spiegelung o, an der Geraden f; des Biischels G,:

Os; = 0,0 (0,0 0y O 0,)% (18)

f, f., f f, f,

{

P
I -, -1, g’

-7, L, -2,
Fig. 6
Die Spiegelungen an beliebigen Achsen eines Biischels G, werden durch die Spiegelungen

an h und an Achsen von G erzeugt.

3.3. Erzeugung einer beliebigen Spiegelung o,!)

Es sei a eine beliebige Gerade der Ebene (¢ ¢ G,, @ + ). Man zeichne um ein
beliebiges Biischelzentrum Z, den Kreis %, der die Gerade a beriihrt, sodann von einem
Zentrum Z, ausserhalb des Kreises % eine Tangente v, an ihn. Ihr Schnitt mit der
Geraden a sei S, und die Gerade SZ, sei w,. Diese Gerade w, ist Symmetrieachse zu
den beiden Tangenten v, und 4 an den Kreis k. Daher gilt nach (16):

G, = Gpe O 0,0 Oy
Die Menge von Achsen-Spiegelungen

Zz{azlxea,/\xsh}

1) Nach einem Vereinfachungsvorschlag von M. Jeger/Zirich.
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Fig. 7

erzeugt sdmtliche Achsenspiegelungen und damit simtliche Kongruenz-Abbildungen
der Ebene.
2 ist ein reduziertes Erzeugenden-System fiir die Gruppe [K; o].

O. Botsch, Heidelberg

Aufgaben

Aufgabe 689. Man gebe eine Folge (a,),.n reeller Zahlen so an, dass gilt:
Zu jeder positiven reellen Zahl s existiert eine streng monotone Abbildung 4,: N — N
derart, dass die Potenzreihe

h
2 Wgm 2™

genau den Konvergenzradius s besitzt. P. Dierolf, Miinchen

Lisung des Aufgabenstellers: Sei {r,: n € N} irgendeine Abzihlung der positiven
rationalen Zahlen. Wir setzen a,: = (r,)" (n € N). Zu s > 0 gibt es dann offenbar
eine Teilfolge (7,))pen mit lim 7., = 1/s. Aus der Formel fiir die Berechnung des
Konvergenzradius der Reihe

2 Ak 2 arl

erhdlt man:
- k(”) -
1/R= hf,n_*%}}P Vg = hf’n__j}}P Thm = 1/5 .

Aufgabe 690. Fiir den halben Umfang s, den Umkreisradius R und den Inkreis-
radius r eines Dreiecks beweise man
2s2>r[20R—7+VyY3(12R+7) 4R—57)] =32Rr — 1072,
mit Gleichheit genau fiir ¢ = b = . A. Bager, Hjgrring, Danemark
Lisung (mit Verschirfung): In der Losung der Aufgabe 688 (Band 29 (1973),
Seite 19, (6)) wurde die Giiltigkeit von
$2>2R*+10Rr——-2(R—-27)YR(R—-27) (*
nachgewiesen. Diese Ungleichung ist schirfer als die linksseitige Ungleichung der
vorliegenden Aufgabe.
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