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Uber ein sechsgliedriges rdumliches Getriebe

Eine rdumliche kinematische Kette mit sechs Gliedern 2, ..., 2 sei gegeben;
je zwei in zyklischer Reihe aufeinanderfolgende Glieder seien durch Drehgelenke
miteinander verbunden; deren Achsen seien mit a,,, ayg, . . . , @4 bezeichnet. Je zwei
aufeinanderfolgende Drehachsen a; _ ;; und a,; , , sollen sich normal kreuzen und deren
Gemeinlote /; ein geschlossenes rdumliches Sechseck mit den Eckpunkten 4,,, ..., 44
bilden. Dessen Seitenldngen seien mit ¢; bezeichnet (siehe Abb. 1).

Abbildung 1

Der errechnte Freiheitsgrad einer solchen Sechsgelenkskette ist F' = 0; R. Bricard
[4] hat jedoch gezeigt, dass diese Kette genau dann einen Zwanglauf gestattet, wenn die
Bedingung

G—Gt+eag—gteg—e=0 (1)

erfiillt ist. Der Beweis sei kurz angedeutet:

Die Gemeinlote /, und /; liegen in einer Ebene normal zu ay5. Wegen a,, | a9 | a4
miissen &,, und a,, ebenfalls dieser Ebene angehéren. Nach zyklischer Vertauschung
folgt: Die Drehachsen a,y, agy, agq sind die Schnittgeraden der Verbindungsebenen
lyly, Uy by, Ug Ly, gehen daher durch einen gemeinsamen Punkt D. Analog schneiden sich
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Agg, A5, Agy 11 etnem Punkt E. Eine mehrmalige Anwendung des pythagoreischen Lehr-
satzes auf die von den Seiten des Gemeinlotsechsecks und den Punkten D oder E
gebildeten Dreiecke zeigt nach Bricard die Notwendigkeit der Bedingung (1). Auf
die Beweglichkeit dieser Kette schliesst Bricard nach Abzihlen der Parameter.

Die Beweglichkeit ldsst sich aus folgendem Grund vermuten: Nach Bricard [4]
besteht genau dann infinitesimale Beweglichkeit (« Wackeligkeity nach W. Wunderlich
[7]) einer sechsgliedrigen Drehgelenkskette, wenn die sechs Drehachsen einem linearen
Strahlkomplex angehéren. Diese Bedingung ist im obigen Fall erfiillt, da die Dreh-
achsen in zwei Strahlbiindeln enthalten sind.

In der vorliegenden Note soll nun jener Sonderfall eingehend behandelt werden,
bei welchem alle Seitenlidngen e¢; gleich sind; es gelte
e,=1 fir 7=1,...,6. (2)

Hier ist zundchst ein Ausnahmefall zu beachten: Fallen die Sechseckseiten /4 und I,
zusammen, so decken sich die Drehachsen a4 und a,, - I, und /; miissen mit a,, und as,
in einer Ebene liegen, ebenso /; und /, mit a;, und a4 Diese Ebenen sind wegen
ay9 = azq identisch- es fallen somit auch /, mit /; sowie /3 mit /, zusammen. In dieser
Lage hat die Kette den Fretheitsgrad F = 21). Dieser Ausnahmefall sei im folgenden
ausgeschlossen durch die Voraussetzung

(V) Es sollen keine zwei benachbarten Seiten des Gemeinlotsechsecks zusammen-
fallen.

Damit ist noch ein Zwanglauf méglich und es gilt

Satz 1: In jeder Bewegungslage schneiden sich die gegeniiberliegenden Drehachsen.
Ihre Verbindungsebene ist jeweils esne Symmetriecbene der Gelenkskette.

Beweis: Die gegeniiberliegenden Achsen a,, mit 4,, und a,; mit 4,5 seien heraus-
gegriffen und voriibergehend festgehalten. Relativ zu a,, sind 4,; und 44, auf einem
Kreis £y, mit der Achse a,, und dem Mittelpunkt A4,, beweglich; a,3 bzw. a4, sind
Tangenten dieses Kreises in 4,4 bzw. A4,. Relativ zu a,; sind A,3 und A4, auf einem
Torus @, — wegen (2) ein Dorntorus — mit der Achse a,; und Mittelpunkt A4,; beweg-
lich; a,3 bzw. a4, sind Meridiantangenten des Torus @,; in 4,3 bzw. 44, (siehe Abb. 2).

In den Punkten 4,3 und 44, — wegen (V) gilt A3 = Ag — muss somit der Kreis
kg den Torus Dy beriihren; die gemeinsamen Tangenten a,,, aq, schneiden sich im
Punkt E auf a,;. Die Beriihrpunkte 4,3 und A4, diirfen wegen (V) nicht mit dem sin-
guliren Punkt A4,; des Dorntorus zusammenfallen, liegen daher auf demselben
Parallelkreis. Die Symmetrieebene ¢ zu 4,3 und 44, enthdlt die Torusachse a,5, aber
auch die Achse a,, des Kreises %;,. Bei Spiegelung an ¢ geht das ganze Gemeinlot-
sechseck in sich tiber.

Die Symmetrieebene ¢ enthilt die Punkte D € 4, und E € a,5. Analog gibt es
zwei weitere Symmetrieebenen der Sechsgelenkskette durch die Gerade s = DE.
Das Gemeinlotsechseck mit den sechs Drehachsen geht somit auch ber Drehungen durch
120° um die Achse s in sich iiber. Als Folge dieser Symmetrieeigenschaften gilt

1) Es ist dies ein Ausartungsfall der von G. T. Bennet [1] gefundenen sechsgliedrigen Dreh-
gelenkskeite mit Freiheitsgrad F = 2.



S. Kunze und H. StacHEL: Uber ein sechsgliedriges rdaumliches Getriebe 27

o
N\

Abbildung 2

Satz 2: In esnem Normalriss in Richtung der Drehachse ay, sind die Bilder der
Punkte Ay, A5 Agg und Ay die Eckpunkte esnes Rhombus mit der Seitenlinge 1.

Beweis: ay3 und a;q liegen in einer Symmetrieebene. Bei Spiegelung an dieser
Ebene vertauschen sich 4,, und A4,, sowie 4,; und Ag; die Verbindungsgeraden
Ayy Az und 4,5 Ag, sind daher zueinander parallel. In einem Normalriss in Richtung
a45 (siehe Grundriss in Abb. 2) liegen die Bilder von 4,5, A4, A4, auf derselben Gera-
den; die durch 4,; gehende Symmetrieebene ¢ ist projizierend und die Sechseckseiten
Iy und /; erscheinen in wahrer Grosse. Damit entsteht der angegebene Rhombus.

Beim Nachweis der Beweglichkeit der Kette zeigt sich zugleich die {iberraschende
Eigenschaft

Satz 3:2) Je zwei Gegenecken des Gemeinlotsechsecks haben dem Ronstanten Ab-
stand d = )/3.

Beweis: I, mit a4, und a,, werde festgehalten (sieche Abb. 3). a4 hiillt einen Kreis
ke, ein, a,y einen Kreis k,. Diese Kreise liegen in zueinander normalen Ebenen und

%) Dieses Ergebnis diirfte als erster P. ScHATz aus Basel gefunden haben; es ist nimlich in der
von ihm entwickelten «Turbula» Schiittelmaschine der Schweizer Firma W. A. Bachofen
beriicksichtigt (vgl. [3]). Eine diesbeziigliche Verdffentlichung von P. ScHATz ist den Ver-
fassern jedoch nicht bekannt.
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jeder enthilt den Mittelpunkt des anderen. Da sich die gegeniiberliegenden Achsen a,,
und a4 in einem Punkt S schneiden miissen, ist ihre Verbindungsebene ¢ eine Ebene
der Verbindungstorse ¥ der Kreise k,, und kg;. ¢ ist nach Satz 1 eine Symmetrieebene
der Kette. Wegen der freien Wahl von S auf /, gestattet die Kette einen Zwanglauf.

Fithrt man kartesische Koordinaten ein mit A4g, als Ursprung, /, als x-Achse, a4,
als z-Achse, und setzt man fiir S die Koordinaten (£, 0, 0) an, so erhdlt man fiir

Agg: (i + sz_i, 0), fiir Ay (i 0, + VEE-2 )

£’ 3 E—1’ E—1
Reelle Koordinaten sind dabei nur bei
E=—1 oder §=2 (3)
mbgi}c_h. Fiir den Abstand d = A, A, errechnet man daraus den konstanten Wert
d=V3.

Jede Symmetrieebene ¢ des Gemeinlotsechsecks enthdlt ein Paar gegeniiber-
liegender Ecken, also einen Druchmesser. Da ¢ auch D und E enthilt, schneiden sich
alle drei Durchmesser stindig in einem Punkt M der dreizihligen Symmetrieachse s
(siehe Abb. 4).

Abbildung 3 Abbildung 4

Bezeichnet man die Innenwinkel des Gemeinlotsechsecks mit ¢, ;, so folgt aus

Abb. 3
1 1
cos =——, CO0S =—, 4
P2 =7 ; Pe1 £ )
Aus der Drehsymmetrie folgt

P12 = P34 = Pse» P23 = Pus = Per - (5)
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Im Grenzfall £ = oo sind alle Innenwinkel rechte Winkel; die sechs Gemeinlote geh6ren
einem Wiirfel an3); die drei Durchmesser sind die drei Raumdiagonalen (siehe
Abb. 5b). Bei @5 = @3y = @56 = 180° gilt @y3 = @45 = @g = 60°. Die Seiten des Sechs-
ecks fallen paarweise in dieselben Geraden und bilden insgesamt ein gleichsestiges
Dreieck, die Sechseckdurchmesser sind die Symmetralen des Dreiecks. Wegen (3)
werden die Innenwinkel im Reellen niemals kleiner als 60°; daher ist keine Verzwei-
gungslage mit dem in (V) ausgeschlossenen zweiparametrigen Bewegungsvorgang
moglich.

Der periodische Bewegungsablauf zeigt sich am besten am Modell, etwa einem
Kartonmodell: Die sechs Glieder werden durch Tetraeder ausgefiihrt, welchen die je
zwei Drehachsen und das Gemeinlot als Kanten angehoren (vgl. [5], Fig. 1H). Ist e
die Linge der Sechseckseiten, so ist die Linge der Kanten ldngs der Drehachsen klei-
ner als ¢/)/3 zu wihlen, damit das Modell durchstiilpbar bleibt.

Zum Abschluss sollen zwei spezielle rdumliche Zwangldufe untersucht werden,
die als Relativbewegungen bei dieser Kette auftreten:

1. Die Relativbewegung 2,/ 2Y,: Nach Satz 1 entstehen die Lagen von 2,
durch Spiegelung von 2 an den Ebenen ¢ der Verbindungstorse ¥ der Kreise #,,
und kg, (sieche Abb. 3). Zwei verschiedene Lagen von X, gehen stets durch zwei
Spiegelungen an Ebenen von ¥, also durch eine Drehung um die Schnittgerade dieser
Ebenen oder durch eine Translation ineinander iiber. Ein Grenziibergang zeigt: Die
Bewegung X,/ X, ist in jedem Augenblick eine Drehung um eine Erzeugende von ¥.
¥ ist somit die Rastachsenfliche; die Gangachsenfliche entsteht durch Spiegelung
von P.

. Satz 4: Der raumliche Zwanglauf X, X\ ist eine symmetrische Rollung mit der
Torse ¥ als Rastachsenfliche.
In Abb. 5a ist eine Lage der Gelenkskette in Grund- und Aufriss dargestelit.
dg; ist im Grundriss projizierend, a,, im Aufriss. Wird X, festgehalten, so ist A,
einerseits auf einem Torus @, mit der Achse a4, andererseits nach Satz 3 auf einer
Kugel mit dem Mittelpunkt 4,, und dem Radius /3 beweglich, also auf einer Kurve
C45 Vierter Ordnung, erster Art*). Nach Satz 2 bilden die Aufrisse der Punkte A4g;, 44,
Ay, A5 einen Rhombus mit der Seitenlinge 1; ¢,; ist daher ein Krers mit Mittelpunkt
¢, und Radius 1. In dem in Abb. 3 eingefiihrten Koordinatensystem erfiillt c,; die
Gleichungen

B+ 2=1, (x—124+924+22=3.
Elimination von z ergibt fiir den Grundriss die Gleichung
y2=2x+1.

Cs5 ist eine Parabel mit Agq, als Brennpunkt. Analog beschreibt A4, bei der Bewegung
2,/ 2, eine Kurve cg,, die im Grundriss als Kreis und im Aufriss als Parabel erscheint.
(In Abb. 5a wurden nur der halbe Grundriss und der halbe Aufriss dargestellt.
Abb. 5b zeigt ein axonometrisches Bild). Die Bahnen allgemeiner Punkte aus X,

3) Diese speziellen Lagen diirften P. ScHATz zu seinen ¢ Umstilpungen des Wiirfelgiirtels» ange-
regt haben (vgl. El. Math. 26 (1971), Seite 84, Fussnote 2).

4 Vgl. K. STRUBECKER, Uber die Kugelschnitte des Torus, Osterreich. Akad. Wiss., math.-
naturw. Kl., S.-ber., Abt. I1, 780, 137-175 (1972).
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Abbildung 5

entstehen durch Spiegelung eines in 2, festen Punktes an den Ebenen der Torse ¥
vierter Klasse, sind daher Raumkurven achter Ordnung?).

Wihrend der Bewegung 2,/ X, dndert auch der Schnittpunkt M der Sechseck-
durchmesser, der natiirlich nicht dem System 2/, angehért, seine Lage gegeniiber X,.
Seine Ortslinie 7 muss auf einem Drehellipsoid I' mit den Brennpunkten Ag; und 4,
und der Hauptachsenlinge }/3 /2 liegen, denn aus der Drehsymmetrie des Sechsecks

folgt
Ag M+ Ay M =AM+ Ay M = 44 Ay =)3 .

Andererseits liegt M auf dem Durchmesser 4,53 454, also auf der Torse ¥. Bei Spiege-
lung an der Tangentialebene ¢ der Torse in M vertauschen sich die Leitstrahlen 44 M
und 4,, M. ¢ halbiert den Aussenwinkel der Leitstrahlen, beriihrt daher das Ellipsoid
I'in M. Die Bahnkurve m von M ist als Beriihrkurve der Torse ¥ vierter Klasse mit I"
die Polarkurve zu ¥ bzgl. I, also von vierter Ordnung®). Ihre Bilder m’, m” in Abb. 5a
sind doppelt {iberdeckt, daher Kegelschnitte. Sie sind nach den Gesetzen der Polaritit
als Polarkurven zu den Spurkreisen kg bzw. %3 der Torse ¥ bzgl. der scheinbaren

8) Die Bahnkurven sind zentrisch &hnlich zu den bei Torsen in Kurven ausgearteten Fusspunkt-
flichen. Diese Kurven entsprechen der Torse in der quadratischen Fusspunkttransformation.
%) Diejenigen Flichen zweiter Klasse, die die Torse ¥ beriihren, bilden bekanntlich eine Linear-
schar. Dieser Schar gehoren das Drehellipsoid I" sowie die singulidren ¢ Flichen» kg, und %, an.
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Umrisse von I" konstruierbar. m' ist eine Ellipse mit A;, als Mittelpunkt und Ag,
als Hauptscheitel; nur die linke Hailfte tritt als Bild reeller Raumpunkte M auf.
m” ist dazu kongruent.

2. Die «Turbulan-Bewegung: Bei der in Fussnote 2 genannten «Turbula»
Schiittelmaschine wird eine Symmetrieebene, etwa die Verbindungsebene & der
Achsen a, und a4, festgehalten. Nach Satz 3 kénnen zusitzlich noch in ¢ die Punkte
Ay, und 4,4 befestigt werden. Nun werden nur 2,, X, X, materiell ausgefiihrt; der
symnietrische Teil wird weggelassen. In X, liegt der Behilter mit dem zu vermischen-
den Material. Der Antrieb erfolgt durch Drehung von a,;, um 4,, in .

In Abb. 6 ist eine Lage von X bei der Bewegung X,/ dargestellt; ¢ und damit
auch die Achsen a,, und a,; liegen parallel zur Grundrissebene: Nach Satz 2 bilden
die Punkte Ag;, 4,5, A53 gemeinsam mit der Projektion N,; von 4, in Richtung von
a,, in die Verbindungsebene der drei genannten Punkte einen Rhombus. Diese Ver-

Abbildung 6

bindungsebene ist im Grundriss von Abb. 6 projizierend und A4,; und 44, haben den-
selben Bildpunkt. Damit ist 4,; der Mittelpunkt der Strecke N,; Aj,. Ist O der
Mittelpunkt der ortsfesten Strecke A, 4,5, so bilden O, 455, A3, ein rechtwinkeliges
Dreieck. Die Bahn b,; des Punktes 4,5 erscheint im Grundriss als Kreis mit O’ 43,
als Durchmesser. Andererseits liegt 4,4 auf der Einheitskugel »# mit dem Mittelpunkt
A,q. Die Bahnkurve byg ist somit esne Kurve vierter Ordnung, erster Art. Eine einfache
Rechnung ergibt fiir den Aufriss eine Parabel mit dem Parameter |/3 /4; deren Scheitel
teilt die Strecke A7, A4; innen im Verhéltnis 2:1. by, besteht aus zwei bzgl. ¢ symme-
trischen Kurvenziigen, von welchen nur einer durchlaufen wird. Analog erhilt man
eine zu b,y symmetrisch liegende Bahnkurve by, des Punktes Ag,.
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Der zur Lage von A ,4 gehorige Schnittpunkt E der Drehachsen ist der Spurpunkt
der Drehachse ayy in &. @,y beriihrt in A,; die Kugel » mit dem Mittelpunkt 4,,.
Im Grundriss liegen E’, A}, und 43, auf einer Geraden. E’ entspricht daher dem Punkt
Agg in einer Inversion an dem in ¢ liegenden Grosskreis von #. Die Bahn ¢ von E ist
invers zu bys, daher eine Gerade normal zum ortsfesten Durchmesser A,y Ags. Analog
durchléduft D eine zu ¢ parallele Gerade d in e. Rechnung zeigt, dass 4 und e die Strecke
445 A4y dritteln. Damit sind nun die Lagen von X in Grund- und Aufriss konstruier-
bar. Auch die in [3] abgeleiteten Formeln fiir die Abhingigkeit der Drehwinkel vom
Antriebswinkel (= Winkel zwischen 4, 4,; und a,, in ¢) lassen sich nun mit Hilfe
von (4) und (5) sehr einfach bestdtigen.

Die Momentanachse der Bewegung ZX3/e sei mit 03 bezeichnet. Das zu 2
bzgl. e symmetrisch liegende System X, hat eine zu 03 symmetrisch liegende Momen-
tanachse 06. Die Achse 36 der Relativbewegung X3/ 2 ist analog zu Satz 4 der
Sechseckdurchmesser 4,5 44;. Die drei Achsen 03, 06, 36 miissen bekanntlich (siehe
etwa [2]) ein gemeinsames Gemeinlot haben. Das Gemeinlot der bzgl. ¢ symmetrisch
liegenden Achsen 03 und 06 liegt in . Damit es 36 normal schneidet, muss 03 stindig
parallel sein zur ortsfesten Normalebene zu € durch 36 = A4, A 45. Die Rastachsenfliche
ist somit konoidal.

Die Bewegungen Zg/e und Zg/e sind in jedem Augenblick bzgl. ¢ symmetrisch.
Damit haben die Punkte von ¢, falls man sie einmal als Punkte von X, einmal als
Punkte von X auffasst, bzgl. ¢ symmetrische Geschwindigkeitsvektoren. Es gibt nun
bekanntlich (siehe etwa [6], 164) eine Bahntangente ¢ in ¢ als Ort jener Punkte, deren
Bahntangenten in ¢ liegen. Fiir die Punkte von ¢ sind die Geschwindigkeitsvektoren
bei den Bewegungen 2y/e und /e identisch; die Punkte von ¢ bleiben daher bei der
Relativbewegung X3/2' augenblicklich in Ruhe. Damit muss t mit der Momentan-
drehachse 36 zusammenfallen; 36 ist also stets Bahntangente der Bewegungen ZX,/e
und Zg/e. Zu demselben Ergebnis kommt man, wenn man die Formeln iiber die ge-
genseitige Lage der Achsen 03, 06, 36 heranzieht (siehe [2], 132). Zusammengefasst
gilt

Satz 5: Die Rastachsenfliche der Bewegung Zsle ist eine konoidale Regelfliche
Der ortsfeste Durchmesser A,y A 5 ist stets eine Bahntangente.

Da ausserdem noch die Bahntangenten der Punkte 44, und A4,, bei der Bewegung
Zg/e vorliegen, lisst sich die Momentanachse 03 mit Hilfe der Eigenschaften des
Normalengewindes konstruieren. Eine zweite Konstruktionsméglichkeit ergibt sich
aus den bekannten Relativdrehungen X3/ 2, und X3/ 2, und der mit Hilfe der
Bahntangenten konstruierbaren Achsen der Relativdrehungen X,/e und Z,/e.

S. Kunze, TH Graz und H. Stachel, TH Graz
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