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verbessern, denn spätestens nach m Schritten hat sie den ihr liebsten der m + 1 Herren
erreicht. Total sind also höchstens m2 Schritte möglich. Also müssen wir einmal in
Fall 1 kommen!

C. Bemerkungen
Der Prozess funktioniert auch, wenn mehr Damen als Herren vorhanden sind-

Es bleiben nach (II) nur Damen übrig, die die gebildeten Paare nicht stören.
Bei unendlich vielen Teilnehmern braucht das Verfahren nicht anwendbar zu

sein, obwohl es Kombinationen ohne gefährdete Paare gibt. (Beispiel: Jeder
Teilnehmer möchte einen Partner mit möglichst hoher Nummer; die Kombination
(Hlf DJ, (H2, D2), (Hk, DJ, enthält keine gefährdeten Paare). Andererseits
kann man sich bei unendlich vielen Teilnehmern Systeme von Präferenzlisten
vorstellen, für die die Induktion durchführbar ist, bei denen es aber unmöglich ist, alle
Teilnehmer in einer Kombination ohne gefährdete Paare unterzubringen. (Beispiel:
Die Herren möchten Partnerinnen mit möglichst kleiner Nummer, die Damen
wünschen sich Herren mit möglichst hohen Nummern. Man sieht leicht, dass es keine
unendliche Kombination ohne gefährdete Paare geben kann: Wir nehmen an, (77., DJ
und (HJf Dm) seien zwei Paare einer Kombination ohne gefährdete Paare. Für / < i
gibt es höchstens i — 1 Möglichkeiten; ist / > i, dann muss m < k sein, sonst würden
77. und Dk wechseln. Also kommen höchstens i + k — 1 Paare vor.)

Eine hinreichende Bedingung für die Gültigkeit des Verfahrens bei abzählbar
unendlich vielen Teilnehmern ist

a) Die Listen der Herren haben ein zu der Menge der natürlichen Zahlen
ordnungsisomorphes Anfangsstück und

b) Die Listen der Damen sind wohlgeordnet.
Bedingung a) ermöglicht die Bildung der Paare, Bedingung b) garantiert eine

Art «Konvergenz»: Die Menge aller Herren, die eine Dame je als Partner gehabt hat,
hat ein erstes Element bezüglich ihrer Liste. Dieser Herr wurde ihr bei einem
bestimmten Induktionsschritt zugeordnet und bleibt nach Konstruktion auch bei den

folgenden Schritten ihr Partner, da sich Damen beim Induktionsschritt nur verbessern

können.
Allerdings ist nicht garantiert, dass alle Damen berücksichtigt werden, was man

an einfachen, die Bedingungen erfüllenden Beispielen sieht.
H. Bachofner, Aarburg

Über eine Bemerkung J. Steiners

E. Müller hat auf eine Bemerkung Steiners aufmerksam gemacht, «dass die

verschiedenartigsten Erscheinungen der Raumwelt miteinander verbunden sind», und
als Beispiel u.a. die linearen Systeme von Kegelschnitten und Quadriken genannt.
So lässt sich z. B. eine Fülle von Sätzen, die allein Kegelschnitte betreffen, aus wenigen
allgemeinen Sätzen durch Spezialisierung herleiten. Dabei kann ein Kegelschnitt,
fasst man ihn als Erzeugnis seiner Punkte auf, in ein Geradenpaar oder in eine Doppelgerade

zerfallen, fasst man ihn aber als Erzeugnis seiner Tangenten auf, so kann er in
ein Punktepaar oder in einen Doppelpunkt zerfallen, an die ebenfalls Tangenten
gezogen werden können.
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Besonderes Interesse verdienen dabei die selbstdualen Figuren, wie etwa die zweier
Kegelschnitte, die einander doppelt berührend ein- und umschrieben sind, da in

diesen Figuren die Kegelschnitte in Punktepaare oder in Geradenpaare zerfallen
können.

Lässt man ferner zu, dass ein Geradenpaar oder ein Punktepaar imaginär ist,
indem man etwa einen Kreis als Kegelschnitt, der dem unendlich fernen imaginären
Kreispunktepaar umschrieben ist, deutet, so erhält man verschiedene Figuren für
ein und denselben projektiven Sachverhalt.

Als Beispiel für diese Gedanken im Sinne Steiners sollen die im folgenden
aufgeführten Sätze dienen.

Bei Gaultier findet sich wohl zum erstenmal der Satz:

Die Mittelpunkte aller Kreise, die zwei gegebene Kreise senkrecht schneiden, liegen
auf einer Geraden [1].

GAULTIERd)

Diese Gerade heisst nach Steiner Potenzgerade, sie geht durch die Schnittpunkte
beider Kreise, die nicht reell zu sein brauchen. Aus dem Satz von Gaultier folgt
anschaulich sofort:

Die Potenzgerade ist der Ort aller Punkte, von denen die Tangenten an beide Kreise

gleich lang sind [2],
und damit ein Satz, den wohl zuerst Carnot 1810 angegeben hat:

Die drei Potenzgeraden von drei Kreisen gehen durch einen Punkt, oder sie sind

parallel [3].

CARN0TSU3)
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Letzteres ist nur ein Spezialfall des folgenden Satzes, der auf Plucker zurückgeht:
Die gemeinsamen Sehnen dreier Kegelschnitte, die eine Sehne gemeinsam haben,

gehen durch einen Punkt [4].

PLUCKER U)

Denn vom projektiven Standpunkt bilden alle Kreise ein spezielles Netz von
Kegelschnitten, die zwei Grundpunkte, nämlich die unendlich fernen imaginären
Kreispunkte, gemeinsam haben. Die Potenzgeraden sind dann die Verbindungen der
beiden übrigen, paarweise gemeinsamen Punkte. Auch hier brauchen die gemeinsamen
Sehnen nicht reell zu sein.

Anschaulicher ist der Satz vielleicht in seiner dualen Form, die ebenfalls auf
Plucker zurückgeht:

Die paarweise gemeinsamen Tangenten dreier Kegelschnitte, die zwei Geraden
einbeschrieben sind, schneiden sich in Punkten einer Geraden [5].

PLUCKER(5)

Dabei sind die drei Kegelschnitte Erzeugnisse ihrer Tangenten, sie können in
Punktepaare zerfallen. In diesem Fall lautet der letzte Satz so:

Die gemeinsamen Tangenten dreier Punktepaare, die paarweise auf zwei Geraden

liegen, schneiden sich in Punkten einer Geraden [6].

PAPPOS (6)

Das ist der Sechsecksatz von Pappos. Er ist bekanntlich im Sechsecksatz von
Pascal enthalten:
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Die gemeinsamen Tangentenpaare dreier Punktepaare eines Kegelschnittes schneiden
sich bei geeigneter Auswahl in Punkten einer Geraden [7],

PASCALI7)

nämlich für den Fall, dass der Kegelschnitt als Erzeugnis seiner Punkte in ein
Geradenpaar zerfällt. Aber auch der Satz von Pascal ist nur eine Spezialisierung des
folgenden Satzes, der ebenfalls auf Plucker zurückgeht:

Die gemeinsamen Tangentenpaare dreier Kegelschnitte, die einem vierten
einbeschrieben sind, schneiden sich bei geeigneter Auswahl in Punkten einer Geraden [8].

PLUCKERI8)

Bei Pascal zerfallen wie bei Pappos die einbeschriebenen Kegelschnitte in Punktepaare.

Zum Beweis des letzten Satzes fasse man den umschriebenen Kegelschnitt als
ebenen Schnitt einer Quadrik und die drei einbeschriebenen Kegelschnitte als die

Projektionen dieser Quadrik aus den Ecken eines Dreiecks in die Schnittebene1) auf.
Die gemeinsamen Tangenten der Kegelschnitte sind dann die Spuren der Tangentialebenen

aus den drei Seiten des Dreiecks an die Quadrik. (Darin liegt zugleich eine

Anweisung für die Auswahl der Tangentenpaare). Die Tangentenschnittpunkte sind
dann die Spuren der Dreieckseiten. Sie liegen auf der Spur der Dreiecksebene, d.h.
auf einer Geraden.

Im Falle des Satzes von Pascal liegen die drei Projektionszentren auf der Quadrik,
die drei Kegel entarten zu Tangentialebenen der Quadrik, die Projektionen zerfallen
in Punktepaare. Diesen Spezialfall hat schon Dandelin [9] betrachtet. Ist die schnei-

x) Das kann auf verschiedene Weise geschehen.



128 Elementarmathematik und Didaktik

dende Ebene Tangentialebene der Quadrik, so zerfällt der umschriebene Kegelschnitt
in ein Geradenpaar, es ergibt sich Satz [5]. Entarten dazu die Projektionskegel zu
Tangentialebenen, so ergibt sich die Figur von Pappos [6].

Entartet die Quadrik aber in einen Kegelschnitt, so erhalten wir einen Spezialfall
des Satzes [8], für den der umschriebene Kegelschnitt in ein Punktepaar zerfällt. Ist
dieses Punktepaar speziell das Kreispunktepaar, so folgt ein Satz, den wohl zuerst
Monge angegeben hat:

Die äusseren Ähnlichkeitspunkte von drei Kreisen liegen auf einer Geraden [10].

ONGE (10)

Etwas anschaulicher ist vielleicht der zu Satz [8] duale Satz:
Die gemeinsamen Sehnen von drei Kegelschnitten, die einem vierten einbeschrieben

sind, gehen bei geeigneter Auswahl durch einen Punkt [11].

CHASLES/(11)

Den zu oben dualen räumlichen Beweis hat Chasles gegeben: Er deutet die Figur
als Projektion dreier ebener Schnitte einer Quadrik des dreidimensionalen Raumes.x)
Dann liegen die gemeinsamen Sehnen in den Schnittgeraden der drei Ebenen, die sich
in einem Punkt schneiden. (In der Annahme über die Sichtbarkeit liegt eine Anweisung

über die Auswahl der Sehnen.)
Sind die drei Ebenen speziell Tangentialebenen der Quadrik, so zerfallen die

Kegelschnitte in Geradenpaare: Die Figur von Chasles geht in die bekannte Figur
von Brianchon [12] über.

BRIANCHON (12)
9.
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Projiziert man die Quadrik aus einem ihrer Punkte, so zerfallt ihr Umriss m em
Punktepaar, und man erhalt die Figur [4] von Plucker Smd dazu die drei Schnittebenen

von [11] Tangentialebenen der Quadrik, so erhalt man die selbstduale Figur
[6] von Pappos

Ist insbesondere die Quadrik eme Kugel, so smd die ebenen Schnitte Kreise Da
bei stereographischer Projektion der Kugel Kreise m Kreise übergehen, geht m diesem
speziellen Fall die Figur [11] von Chasles in die Figur [3] von Carnot uber, von der
wir ausgegangen waren Ist die Quadrik em Kegel, so erhalt man den zur projektiven
Fassung von [10] dualen Satz

Man kann einen Tangentialkegel an eme Quadrik und einen ebenen Schnitt einer
Quadrik als entartete Quadriken auffassen, die der anderen Quadrik em- bzw
umschrieben smd Die angegebenen und andere Satze ergeben sich damit durch
Spezialisierung aus der allgemeineren, raumlichen, selbstdualen Figur einer Quadrik,
der drei weitere Quadriken einbeschrieben smd Wolfgang Böhm
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Aufgaben

Aufgabe 677. Em Dreieck habe den Flächeninhalt F und die Seitenhalbierenden

ma, mb, mc Man zeige, dass

(ma + mb + mJKm-1 + mf1 + tn-1) > F p
mit Gleichheit dann und nur dann, wenn das Dreieck gleichseitig ist

A Bager, Hj0rnng, Danemark

1 Losung (mit Verschärfung) Fur x, y, z > 0 setzen wir f(xj f(x, y, z)

(x _|_ y _|_ z)l(x~1 -f- y1 + z'1) Weil das Dreieck mit den Seitenlangen ma, mb, mc den

Flächeninhalt 3F/4 besitzt, wird f(a, b, c) f(aj > 4F/|/3 behauptet Es lasst sich

folgende Verschärfung zeigen

/(AJ < 3/(8.) < Fl/3" < /(rj < |/(aj
Hohen Beruhrstrecken Anradien Seiten
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