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Aufgaben

Aufgabe 665. Fur nichtnegative ganze Zahlen n beweise man die Formel

n / -n* n-t 1

I Paasche, München

7 Losung (mit Verallgemeinerung)' C* Menge der komplexen Zahlen, N
{0, 1, 2, 3, },

Durch die Substitution ; — i + k kann diese Doppelsumme uber die Gitterpunkte
(it k) mit 0 < i + k < n auch als

SM -27-" E (- 1)' TTT^T ZlT E1- 1)'

geschrieben werden
Wegen

_.<-*(H£;-
gilt für alle zeC,n€N Sn(z) 1 z 1 ist der zu beweisende Spezialfall.

G Bach, Braunschweig, BRD

Second Solution (with generalization) If
a% "£l ak

4--0 ** Ä-0 Ä'
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then

oo oo ni Y% oo nk rk oo

27 *-(«>*= 27 (-*)•^ 27-^ 2>n-0 * 0 * ä 0 ^ n 0

e-ax eax (1 - %)-! (1 - x)-1,
so that

Sn(a) 1 (n 0,l,2,
L Carlitz, Durham, N C USA

Weitere Losungen sandten F Arpad (Zürich), G Bach (2 Losung), A Bager
(H]0rrmg, Danemark), C Bindschedler (Kusnacht, ZH), P Bundschuh (Freiburgi Br
BRD), J Feh6r (Pecs, Ungarn), H Flanders (Tel Aviv, Israel), F Götze (Jena, DDR),
H W Gould (Morgantown, W Va, USA, zwei Losungen), H Harborth (Braun-
schweig, BRD), P Hohler (Ölten), H Kappus (Rodersdorf, SO), O P Lossers
(Eindhoven, Niederlande), B Marzetta (Basel), O Reutter (Ochsenhausen, BRD), J Schopp
(Budapest), E Teuffel (Korntal, BRD), W R Umbach (Rottorf, BRD), R E Weissauer

(Ludwigshafen, BRD), H Wimmer (Graz, Osterreich) und K Zacharias
(Berlin, DDR)

Anmerkung der Redaktion Der Aufgabensteller weist auf den Zusammenhang
mit der Klassifikation der Permutationen von n Elementen nach der Anzahl k ihrer
Fixelemente hm («probleme des rencontres», vgl etwa J. Riordan, An introduction
to combmatorial analysis, Wiley New York 1958, p 57 ff Fur die Anzahl Dnk dieser
Permutationen gilt

n - ___ V ______nk~ *• A *i •

n

und w' El Dnk erweist sich wegen
k-0

^ (- l)» y l » i yf (- i)-

als gleichwertig mit der Behauptung dieser Aufgabe Fur k 0 hegt das Euler-
Bernoulhsche Problem der vertauschten Briefe vor (vgl etwa H Dorrie, Triumph
der Mathematik, Breslau 1933, p 18 ff)

Aufgabe 666. Sei V em Rechts-iC-Vektorraum vom Range 4 Der Verband
der Unterraume von V heisst projektiver Raum vom Range 4 uber K, geschrieben

L(V)

(Qi) bezeichne folgenden Schhessungssatz
A, B, C, D seien Punkte von L(V) mit V A ® B ® C ® D Sei a - A + B,
b — B-\-C,c~C + D,d D + A Pt seien Punkte von a, Qt seien Punkte von c fur
i 1, 2, 3, welche von A, B, C, D verschieden smd Gibt es dann zwei Geraden g12

und g23, die von a, b verschieden smd, mit der Eigenschaft* gjk trifft zugleich die
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vier Geraden b, d, Pj -f Qk, Pk + Q3 fur (/» &) (1» 2), (2, 3), so gilt für jede Gerade g13,

welche zugleich die Geraden b, d und Px + Q3 trifft:

&»n(P,+ &) *{0}.
Man beweise: Genau dann gilt in L(V) der Schliessungssatz (@4), wenn in L(V)

der Satz von Pappos gilt.
(Hinweis: Eine Lösung ohne Benutzung von Koordinaten ergibt sich unter

Beachtung von Aufgabe 594). A. Herzer, Wiesbaden, BRD

Lösung des Aufgabenstellers: In L(V) gelte (@4). Wir wählen den Spezialfall
P2 P3 : P, Q2 (?3 : <?• Die Bedingung, dass eine Gerade g23 die drei Geraden
b, d und P + Q trifft, ist stets erfüllbar und kann daher weggelassen werden. Also
reduziert sich (Q±) jetzt auf folgenden Schliessungssatz: a, c, g12, g13 bilde eine Schar
von paarweise windschiefen Geraden von L(V); b, d, P1-\- Q, P -f Qx sei eine zweite
Schar von paarweise windschiefen Geraden. Existieren dann 15 Schnittpunkte von
Elementen der ersten Schar mit Elementen der zweiten Schar, so auch der sechzehnte
(es folgt nämlich nach (<24) dann g13 O (P + Qx) 4= {0}).
Dieser Schliessungssatz impliziert aber nach Dandelin den Satz von Pappos.

Nun gelte in L(V) umgekehrt der Satz von Pappos. Wir benutzen die Ergebnisse
von Aufg. 594. Es ist V b @ d, wobei b und d vom Rang 2 sind. Daher ist die Kolli-
neationsgruppe _T(ö, d) transitiv auf den Punkten der Verbindungsgeraden von b

und d, soweit die Punkte nicht in b oder d liegen, a, c, gik sind solche Verbindungsgeraden.

Daher gibt es a,r e _T (b, d) mit Pf P2, P/ P3. Die Gerade Px + Q2

schneidet g12 und c, welche unter a fest bleiben. Also schneidet auch die Gerade
(Px + Q2)a Pf + Ql die Verbindungsgeraden g12 und c, die zueinander windschief
sind. Dann ist aber (Px + Q2)a durch P2, g12 und c schon eindeutig bestimmt: (Px + Q2)a

P2 + Q\- Da mit Q2 auch Qa2 in c liegen muss, folgt insbesondere Q\ Qv
Durch Ersetzen von (1, 2) durch (2, 3) und von a durch r erhält man ebenso

Ql=Q2.
Es ist r (b, d) isomorph zur multiphkativen Gruppe des Körpers K, welcher

wegen der Gültigkeit des Satzes von Pappos kommutativ ist. Daher ist _T (b, d)

abelsch, und es gilt ar ra.
Nach Voraussetzung ist g13 O (Px + Qs) 4= {0}. a r ist eine Kollineation, welche

glz festlässt. Wir erhalten:

{0} #= fe„ n (Pi + Qs)r g?s n (Pr + OD

gi3 n (P8+0i).
Das ist aber gerade die Aussage von (^4).

Für den Satz von Dandelin vgl. etwa F. Bachmann, Aufbau der Geometrie aus
dem Spiegelungsbegriff, Springer Berlin-Göttingen-Heidelberg 1959, p. 254 ff.

Aufgabe 667. Für jede reelle a sei || a ||: min { | a — n | ; n e Z} (Z: Menge
der ganzrationalen Zahlen), und g bezeichne die «goldene Zahl» (]/5 -f- l)/2. Man
beweise, dass die Reihen

£||g"ll, ^ll.2"!!, ^Ilg3"»
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konvergent sind und dass für ihre Summen gilt:
OO CO oo

27u_"ii i, 27Hs2"ii 2 27iir"!i!.
tt 2 w 0 w 0

J.-P. Hornecker, Morangis, Essonne, France

Lösung: Es sei

fn-T/j fen - r) (* > i)

die n-te Fibonacci-Zahl, g (1 — j/5 )/2, also

gn fng + fn~i (n>2).
Dann ist

I r - /«-l - /,+l I ^ I (I ~ g) I I I I" ST" < "^

somit

|| g» II g~n für n > 2

Damit ergibt sich

oo OO 1

27 ii «"H =27
n 2 « 2

und weiter für beliebiges k > 2:

OO OO 1

S*: 27 II ek" II 27 S-kn r—7 / f • (*)

Für /? 2 bzw. 3 ergeben sich die Werte 1/g bzw. l/2g.
H. Kappus, Rodersdorf, SO

Weitere Lösungen sandten G. Bach (Braunschweig, BRD), A. Bager (Hj0rring,
Dänemark), C. Bindschedler (Kusnacht, ZH), P. Bundschuh (Freiburg i.Br., BRD),
L. Carlitz (Durham, N.C., USA), H. Flanders (Tel Aviv, Israel), K. Grün (Linz,
Österreich), H. Harborth (Braunschweig, BRD), O. Kuropatwa (Kützberg, BRD),
B. Marzetta (Basel), E. Teuffel (Korntal, BRD), R. Weissauer (Ludwigshafen, BRD),
H. Wimmer (Graz, Österreich) und K. Zacharias (Berlin, DDR).

Anmerkung der Redaktion: E. Teuffel bemerkt, dass aus (*) gefolgert werden
kann: SkjSk+x ist rational genau dann, wenn k 2.

Aufgabe 668. Im projektiven dreidimensionalen Raum P3 haben drei Flächen
zweiter Ordnung, &lf &2,0Z, die keine Kurve gemeinsam haben, acht Punkte gemein.
Man beweise: Sind diese acht Punkte alle verschieden und liegen vier von ihnen in
einer Ebene, so liegen auch die restlichen vier Punkte in einer Ebene.

H. Günther, Dresden, DDR

»=2 «=2 £ ;



48 Neue Aufgaben

Solution: Let Qlt Q2, Q3 be linearly independent quadratic forms in xQ, xz
so that Qi 0 is the equation of 0{. Let L 0 be the equation of the plane known to
contain four of the common points, where L is a linear form. The three conic sections
{Qi 0, Z, 0} have four common points, so one of them must be in the pencil
determined by the other two. That means ax Q± + a2 Q2 -h a3 Qz LM where M is a
non-trivial linear form (and some af- + 0). The plane M 0 obviously contains the
remaining four common points. Harley Flanders, Tel Aviv, Israel

Weitere Lösungen sandten C. Bindschedler (Kusnacht, ZH) und W. Kienberger
(Graz, Österreich).

Neue Aufgaben

Die Lösungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben erbeten bis 10. Oktober

1973, wenn möglich in Maschinenschrift. Dagegen ist die Einsendung von
Lösungen zu den mit Problem A, B bezeichneten Aufgaben ankeinen Termin
gebunden.

Aufgabe 689. Man gebe eine Folge (an)nEN reeller Zahlen so an, dass gilt:
Zu jeder positiven reellen Zahl s existiert eine streng monotone Abbildung hs\ N -> N
derart, dass die Potenzreihe

27<v»>2VB>

genau den Konvergenzradius s besitzt. P. Dierolf, München

Aufgabe 690. Für den halben Umfang s, den Umkreisradius R und den
Inkreisradius r eines Dreiecks beweise man

2s2 > r [20R -r + }/3 (12R + r) (4R - 5r)] > 32Rr - 10r2,

mit Gleichheit genau für a b — c. A. Bager, Hj0rring, Dänemark

Aufgabe 691. Es bezeichnen C die Menge der komplexen Zahlen und Re a den
Realteil der komplexen Zahl a. Für jede der Funktionalgleichungen

Äe[(/(s) - fM)2] Mi* ~ w)2] (*> w E c) >

#e[(/(£) ~ fM)2] I * - ^ I2 (z,weC) (2)

bestimme man die Menge aller Lösungen /: C -> C. J. Ratz, Bern

Aufgabe 692. In der eukhdischen Ebene soll eine abgeschlossene quadratische
Scheibe der Seitenlänge 1 durch n kongruente abgeschlossene Kreisscheiben überdeckt
werden. Mit R(n) wird der minimale Kreisradius bezeichnet, der eine solche
Überdeckung ermöglicht. Offenbar ist R(l) j/2/2. Man berechne R(2), R(3), R(4) und

(Problem 692A) R(5). R(5) ist dem Aufgabensteller nicht bekannt.
P. Wilker, Bern
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