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52 A. Herzer: Eine Verallgemeinerung des Satzes von Dandelin

Fiir Strahlflichen mit beliebigen Richtkegeln und fiir Untersuchungen von be-
sonderen Fusspunktkurven kann das zweite Verfahren immerhin gelegentlich von
Nutzen sein.

Joset Krames, Wien
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Eine Verallgemeinerung des Satzes von Dandelin

Sei V ein K-Linksvektorraum vom Range #. Der Verband der Unterrdume von V
heisst projektiver Raum vom Range #» iiber K, geschrieben L(V). Unterriume vom
Range 1 heissen Punkte, solche vom Range 2 heissen Gerade.

Dann gilt bekanntlich folgender Satz ([3], Theorem 4.2.1. Nach [1], 35, S. 62
wurde die eine Richtung dieses Satzes 1824 von Dandelin aufgezeigt):

L(V) sei ein projektiver Raum vom Range # iiber K, n = 4. Genau dann gilt in L(V)
der Satz von Pappos, wenn folgendes gilt:

Sind a,, a,, a5, a, Gerade von L(V) mit der Eigenschaft, dass paarweise verschiedene
stets den Durchschnitt {0} besitzen, und b, , b,, b5, b, Gerade von L(V'), von denen paar-
weise verschiedene ebenfalls den Durchschnitt {0} besitzen, ist iiberdies a; 0 b, =+ {0}
fir 1=1,23,4, k=1,2,3,4, mit (¢, ) + (4, 4), dann folgt auch a, 0 b, + {0}.

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes soll als «verallgemeinerter Satz von
Dandelin» bezeichnet und hier abgeleitet werden. Es ist moglich, die Beweise aus den
Axiomen der projektiven Geometrie ohne Zuhilfenahme von Koordinaten zu fiihren.
Da der Anmarschweg zu dieser Art von Beweisfithrung aber ziemlich lang ist, wollen
wir hier zum Beweis lieber den zugrundeliegenden Vektorraum benutzen. Dabei ist
der Satz von Hilbert zu beachten: Der Satz von Pappos ist dquivalent zur Kommuta-
tivitdt des Koordinatenkorpers (vgl. [3], Theorem 3.2.3. und 3.4.4.).

Wir gehen im folgenden stets von einem projektiven Raum L = L(V) vom
Range m - n aus mit m > 1 und » > 1.

Definition 1. Ein (m, n)-Rahmen von L ist eine Menge {M,, M,, ..., M,} von Unter-
rdumen von V, simtlich vom Range m, fiir welche gilt:

”
&M=V, 1=0,1,...,n.
s
PET]
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Definition 2. Ein Gebilde R,, , ist eine Menge {M,, M,, ..., M,; Ny, Ny, ... ,N,} von
Unterrdumen von V mit folgenden zusitzlichen Eigenschaften:
{My, My, ..., M,} istein (m, n)-Rahmen von L.
{Noy,N,,...,N,} istein (n, m)-Rahmen von L.
Esgilt M;ON, + {0}, ¢=0,1,...,n,k=0,1,...,m.

Ist (v;,),¢=1,...,n; k=1, ..., m eine Basis von V, dann lisst sich offenbar
ein Gebilde ,, , wie folgt definieren:

M,=Qlk=1,...,m), 1=1,...,n.
M0:<Zvik|k:—~1,...,m>.

i=1
Ny=<vy le=1,...,n), k=1,...,m.

No=<Q v li=1,...,m.
k=1
Es ist
M,ON, =, 1=1...,n;, r=1,... m

MyON,=Q'v,>, r=1,...,m.
i=1

M, nN0=<I;‘vjk>, i=1,...,n.
=1

MyO N, = <22vik>'

i=1 k=1

Wir zeigen nun, dass sich umgekehrt jedes Gebilde Q,, , mit geeigneter Basis (v;,) in
dieser Form darstellen ldsst.

Die Menge {M,, M,,..., M,; Ny, Ny, ..., N,} stelle ein Gebilde Q,, , dar.
Wegen @ M, =V sind M;ON,, ..., M, N N, linear unabhingig. Nach Definition 2

i1
muss jeder dieser Durchschnitte mindestens den Rang 1 haben; sie kénnen aber auch
keinen hoheren Rang besitzen, sonst folgte, dass der Rang von N, grosser als n wire.

Indem wir ebenso noch @ N, = V beachten, erhalten wir schliesslich: M; N N, sind
k=1
linear unabhingige Punkte fiirs =1,...,#%, k=1, ..., m. Also kénnen wir eine Basis

(viy) von V so wihlen, dass
M,ON,={v,>, i=1,...,n, k=1,...,m.
Da auch M, 0 N, ein Punkt ist, folgt

n
MonNk=<2d,-k‘Uik>, k=1,...,m
1=1

mit geeigneten a;,. Wire fiir ein festes (7, 7) etwa a;, = 0, so folgte

E'M,.#V,
1=0

i%]
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da kein Vektor dieser Summe das Basiselement v}, als Summanden enthilt. Dies ist
ein Widerspruch zur Definition von Q,, ,. Also gilta,, + Ofiiri=1,...,n,k=1,...,m.
Ebenso schliesst man, dass

m
MinN0=<2bikv;k>i i::]'»"':n
k=1

mit geeigneten b;, + 0 fir 1=1,...,n, k=1,..., m. Wegen M N N, + {0} er-
halten wir nun fiir geeignete x,, y,:

k;:"k{;:aik Vix) =§3’i(}§:bik Vig) -
Koeffizientenvergleich ergibt dann
X =9 b1, t=1,...,n, k=1,...,m.
Wire fiir ein 7 etwa «x, = 0, so folgte wegen ,, + Onun y, =0 fiirs =1, ..., », also

MyO Ny = {0}. Also ist z;,:=x,a;, =9;b;, + 0 fiir i=1,...,n, k=1,...,m.
Setzen wir v, = z;, v}, so bildet daher auch (v,;) eine Basis von V. Wir erhalten:

M,NON,=<2;;v;;> =<V, t=1,...,m, k=1,...,m.

1=1 1=1 1=1
m , m1 , "

M; ONy= <yi2bikvik>= <2, Vibip Vigy = <2vik>’ t=1,...,n.
k=1 k=1 k=1

n m n m
MyO N, = <222ikv'ik> = < 2”ik> . q.e.d.
1=1k=1 i=1k=1
Definition 3. (Q,, ,) bezeichnet folgenden Schliessungssatz: In L sei ein Gebilde Q,, ,
(mit den Bezeichnungen von Definition 2) gegeben. M sei ein weiterer Unterraum von
V vom Range m und N ein weiterer Unterraum von ¥ vom Range .
Gilt dann

MAON, {0} fir £2=0,1,...,m,
und
M,0N =+ {0} fir ¢=0,1,...,n,

dann folgt M NN + {0}.

Jetzt sind wir in der Lage, den angestrebten Satz zu formulieren und zu beweisen
Satz (Verallgemeinerter Satz von Dandelin). L = L(V) sei ein projektiver Raum
iiber K vom Range m - n mitm > 1, n > 1. Genau dann gilt in L der Schliessungssatz
(Qp,n)» wenn in L der Satz von Pappos gilt.

Beweis. Es gibt eine Basis (v), 1 =1,...,7n,k=1,...,m von V, so dass L, , die
im Anschluss an Definition 2 aufgefithrte einfache Darstellung besitzt. Wie zuvor
schliessen wir, dass M 0 N, und M, N N jeweils Punkte sind.



A. Herzer: Eine Verallgemeinerung des Satzes von Dandelin 55

Seinun M NN, = <Zc,-k v, k=1, ..., m, dann folgt aus M O N, = {0} fiir
=1

geeignete x,, ¢; die Bedingung

Zxkg:clk ol Zc szk

und daraus wieder die Gleichungen

xkclkIC,, xk:*:O, kzl,.

Also:
n " n
MON,= <xk26ik Vig) = <2xk Cik Vin) = <20i Vi) -
i1 i1 i=1
Es folgt

= <chvlklk= 1, ...,m>.
-1

Ebenso erhalten wir mit geeigneten d,:

N=3 dvli=1,...,m).
k=1

In L gelte nun der Satz von Pappos, d.h. K ist kommutativ. Dann ist

é*dk()j:c,.v,k ng - 220 q, 'v,k~20 Zd 0,)EMON.

k=14= 1=1k=

Dieser Vektor kann aber nicht = 0 sein, da wenigstens fiir ein (7, 7) gilt ¢; + 0 und
d, + 0und jedes Basiselement v,, in der Summe genau einmal vorkommt. Daher folgt:

M ON =+ {0}, das heisst, es gilt (Q,,,) -

Umgekehrt sei nun in L die Giiltigkeit von (Q,, ,) vorausgesetzt.
Wegen M N N = {0} gibt es Zahlen x, und y;, so dass gilt

ka(fci Vix) ___Z",yi(z’”,dk Vik) -

k=1 -1 i-1 k-1
Koeffizientenvergleich ergibt

A=y, d,, t=1,...,n,k=1,...,m
Wir wihlen nun insbesondere M und N mit

¢+ 0+ gy, d, £ 0 %+ d,.

Dann folgt: x; = 0 %= x5, 9, = 0 % y,.
Fiir £ = 1, 2 gelten die Gleichungen

X €, = Y1 4y, Xy Co = Vo dy -

Wir multiplizieren die Ausdriicke auf den beiden Seiten der ersten Gleichung von
links mit den Inversen der Ausdriicke (diese existieren!) auf den entsprechenden
Seiten der zweiten Gleichung:

1 g —1a —1
Calay X ¢ =ty Yy dy
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Es folgt:
Yoy =dycat ey dyt =dy eyt oy dyt
oder
dyldico e, =cy e dy1d,;.
Offenbar kénnen s : = ¢, 1 ¢, und 7 : = d,~! d, beliebige Werte aus K* annehmen, d.h.

esgiltrs=sr fiiralle 7, se K* Alsoist K kommutativ, und in L gilt der Satz
von Pappos. q.e.d.

Bemerkung. Die Berechnung von M hat als Nebenergebnis: Durch jeden Punkt von
N, geht genau ein M der verlangten Art. Sei M’ = <20; virlk=1,...,m) ein
i=1

weiterer Unterraum vom Range m, der simtliche N,, =0, 1, ..., m, trifft, und
sei M 0O M’ + {0}. Es gibt also x;, y, mit

m n ”m n ,
2’%(2‘%’ Vix) =23’k(20i Vik) -
k=1  i=1 k=1 i=1

Sei etwa x, + 0, also auch y, + 0. Dann gilt
xrcizyrc:', i=1,...,'}’l.

Daher
MON, = G, 3e 0,5 = 5 6,05 = 309, €4, =
i=1 i=1 i=1

@, Q) civy =M ON,,
t=1

also M = M".

Also bildet die Menge I aller Unterrdume M vom Range m mit M 0O N, + {0}
fir £=0,1,...,m eine Schar zueinander paarweise windschiefer Rdume und die
Menge M aller Unterrdume N vom Range » mit M; O N = {0} firi=0,1,...,#n
eine zweite Schar paarweise windschiefer Rdume.

Die Giiltigkeit von (Q,, ,) in L besagt dann gerade: Jedes Element der Schar It
trifft jedes Element der Schar :t. — Dann sind M und N die beiden Scharen einer
Segreschen Mannigfaltigkeit S,,, ,, die durch &, , also schon eindeutig bestimmt ist

n m
und genau die Vektoren der FormZZ ¢c; 4 v;; enthdlt (vgl. [2], Kap. IV, insbes.
§ 33.5). 1=1k=1
Daher ldsst sich der verallgemeinerte Satz von Dandelin auch auffassen als die
Angabe einer notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir die Existenz einer
Segreschen Mannigfaltigkeit S,, , in L.
A. Herzer, Wiesbaden
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