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14 Aufgaben

Aufgaben

Problem 629 A. Fiir ein Dreieck mit den Seitenlidngen a, b, ¢ und dem Flichen-
inhalt F gilt F < (V3 [4) (abc)?B. Wir vermuten, dass allgemein fiir das Hypervolumen

V eines n-dimensionalen Simplexes 4, 4,... 4,+,C R gilt V < (1/n!) Vin+ 1) 2r
( II a;)%+D, wobei a;; die Linge der die Eckpunkte A4;, A; verbindenden
1<i<i<n +1

Kante ist. D. Veljan, Zagreb

Beweis der Vermutung (induktiv nach der Dimensionszahl): Die ausgesprochene
Vermutung trifft fiir das Dreieck mit den Seitenldngen a, b, ¢, dem Fliacheninhalt F
und den Innenwinkeln «, §, y tatsdchlich zu, wie sich aus den Beziehungen

1 3
F3 = 3 a? b c% - sina - sinf - siny und sine - sing - siny < 3 }/3

leicht ergibt. Die Gleichheit trifft genau fiir das gleichseitige Dreieck zu.

Fiir den Induktionsschritt stiitzen wir uns auf zwei bekannte Forschungsergeb-
nisse. Wir bezeichnen das zu untersuchende #-Simplex mit S und die Hypervolumina
seiner (n — 1)-dimensionalen Seitensimplices S,, ..., S,+; mit V7, ..., V,4+,. Fiir jedes
1e€{l,...,n+ 1} sei ¢; der zu S; orthogonale nach aussen weisende Einheitsvektor.
Fiir die konvexen Hiillen E; der Vektormengen {0, e,, ..., €;—q, €;41, ..., €,+1} gilt
dann

i,7€{l,...,n+1}; i+ j=intE,NintE; =4, (1)
wobei int E; die Menge der inneren Punkte von E; bezeichnet. Steht W, fiir das
Hypervolumen von E,, so gilt nach [1]:

1
ie{l,..,n+1}=>V= ~ [(n— D! Vi Vo W, Vg . Vo U0 0 (2)

Die Vereinigungsmenge E der Simplices E, ..., E,+, ist ein der Einheitskugel von
Rr einbeschriebenes #-Simplex. Fiir das Hypervolumen W von E gilt daher nach [2],
p. 291:

1
w < _;ﬁ_ (,n e 1)(n+1)/2 n-nlz , (3)

mit Gleichheit genau fiir reguldres E. Aus (2) folgt die symmetrische Beziehung

Vrl= g-n-1[(g — 1)In+lplnt1 Pr _V* W, ... mﬂ]ll(n-l) .

Wegen Wy... W1, <[(n+1)"* (W + .-+ W,+.)]*+1 und (1) ergibt sich W,...
W,+1 < (W/(n + 1))*+! und weiter nach (3) .

Vatl L pmn=1[(n — 1) In+1 VP VP (n 4+ 1) Do+ D2 y—nint+2)lin—1)
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Infolge der Induktionsannahme erhalten wir

Pr+l L p—n-1 [(n — 1)In+1-n@x+1) (n + 1)p-DE+D2. 2-@m+nr-1)2

n 4+ 1\@+D2
([Tap-peen = - (U2 e,
1)1 1’1
woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

Der Beweis zeigt auch, dass das Gleichheitszeichen genau fiir reguldre Simplices
zutrifft.

LITERATUR

[1] P. Bartos, Sinusova veta o simplexoch v E,. Casopis Pest. Mat. 93 (1968), 273-277.
[2] L. FejEs T6TH, Regulire Figuren. Akadémiai kiadé, Budapest 1965.

G. Korchmadros, Budapest

Anmerkung der Redaktion: Fir n = 3 vgl. Aufgabe 583 (El. Math. 24 (1969)
116-117).

Aufgabe 638. Let p be a fixed prime and «, b, s nonnegative integers such that
a + b < p°. Show that the binomial coefficients

ps—a—1 ps—b—-1
b ’ a
are divisible by exactly the same power of 5. L. Carlitz, Duke University, USA

Solution: If a = b there is nothing to be proved. Hence we may suppose a > b.
Since

(1”—: ) 1) T E—ﬁsc::ab—mli)!! b!

and

(ps—b-_1)= ( (p* — b —1)!
p

a S—a—>b—1)!a!

we see that it is sufficient and necessary to prove that the products a (a — 1) ...
(6+1) and (p*—b—1) (p*—b—2)... (p* — a) are divisible by exactly the same
power of p which is trivial because of the fact that a contains as many factors p as
p* — a, a — 1 contains as many factors p as p* — a + 1, etc.

O. P. Lossers, Eindhoven, Netherlands

Weitere Losungen sandten A. Bager (Hjgrring, Ddnemark), C. Bindschedler
(Kiisnacht ZH), P. Bundschuh (Freiburg i. Br.), H. Flanders (Tel Aviv), H. Harborth
(Braunschweig), Edith V. Sloan (Greensboro, N.C., USA), W. R. Umbach (Rottorf,
BRD) und R. W. van der Waall (Nijmegen, Niederlande).
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Aufgabe 639. Es seien 0; die Mittelpunkte von vier Kreisen &, (: = 1, 2, 3, 4),
die einander in einem Punkte P schneiden. Es seien weiter die sechs iibrigen ver-
schiedenen Schnittpunkte der Kreise %; mit 4;; bezeichnet (4,; der Schnittpunkt der
Kreise %;, k;). Es ist je eine die Mittelpunkte 0, betreffende notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafiir zu finden, dass
a) die Punkte 4;; die Eckpunkte eines vollstdndigen Vierseits mit den Seiten a; sind,

b) die Seiten a; des Vierseits ein Sehnenviereck bilden. J. Brejcha, Brno, CSSR

Losung 2u a): Gehen drei Kreise durch den Punkt P und sollen die anderen drei
Schnittpunkte auf einer Geraden liegen, so miissen auch die drei Fusspunkte der
Lote von P auf die Seiten des Mittelpunktdreiecks auf einer Geraden liegen. Dies ist
nach dem Satz von Wallace genau dann der Fall, wenn P auf der Umkreislinie des
Dreiecks der Mittelpunkte liegt. Es folgt nun leicht, dass die Zugehorigkeit von P,
04, 0y, 04, 0, zu einer und derselben Kreislinie eine Bedingung der gesuchten Art ist.

K. Schuler, Rottweil, BRD

2. Lésung: a) Durch Spiegelung (Inversion) an einem Kreis um P gehen die vier
Kreise &, in vier Geraden £; iiber, die einander in den sechs Punkten 4;;, den Spiegel-
bildern von A4;; schneiden. Wenn jeweils drei Schnittpunkte A4;; auf einer Geraden
(z. B. Agg, Agy, Asy aus a,) liegen, dann liegen die gespiegelten Punkte A ; auf einem
durch P gehenden Kreis. Die Umkreise der aus je drei Parabeltangenten gebildeten
Dreiecke gehen bekanntlich durch den Parabelbrennpunkt P. Die Fusspunkte T
der vom Brennpunkt P auf die Tangenten k; der Parabel gefillten Lote liegen auf
deren Scheiteltangente #'. Die den Punkten 7} in der Inversion zugeordneten Punkte
T; lliegen demnach auf einem durch P gehenden Kreis £. Da die Punkte T; Gegen-
punkte zu P auf den Kreisen £%; sind, liegen auch deren Mittelpunkte 0, auf einem
durch P gehenden Kreis k. Damit ist gezeigt, dass die Kreise %, nur dann die unter
a) geforderte Eigenschaft besitzen, wenn die Kreismittelpunkte 0, auf einem durch
P gehenden Kreis liegen.

b) Damit die Geraden 4, ein Sehnenviereck bilden, miissen vier von den sechs
Punkten A4;; und ebenso die ihnen in der Inversion zugeordneten vier Punkte A;;
jeweils auf einem Kreis liegen. Demnach miissen auch die Geraden k; ein Sehnenvier-
eck bilden. Dies bedeutet, dass zwei Vierecksseiten k; einander unter denselben Win-
keln schneiden wie die beiden iibrigen Vierecksseiten ;. Demnach schliessen auch die
von P auf die ersten beiden Geraden k; gefillten Lote denselben Winkel ein wie die
von P auf die beiden iibrigen Geraden %; geféllten Lote. Auf dem Kreis ¢ begrenzen
somit zwei Punkte 7, und die anderen beiden Punkte T gleichlange Bogenstiicke.
Entsprechend begrenzen auch auf dem Kreis £ zwei Punkte 0, und die beiden anderen
Punkte 0, gleichlange Bogenstiicke. Es ergibt sich somit als notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Eigenschaft b), dass mindestens eine Nebenecke des

Sehnenvierecks 0,0,040, ein Fernpunkt ist. K. Griin, Linz, Donau, Osterreich

Aufgabe 640. Am ebenen Dreieck mit Seiten a < b <c(a+ b+ c=25s), In-
radius » und Umradius R zeige man

g :
4 Rr—1r22 (_;—) ist dquivalent mit b+ ¢S 34, (1)
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2
2Rr—1r2 ( ----- ~) ist 4quivalent mit c +a 2 2. 2)

I. Paasche, Miinchen

Losung: Mit den Beziehungen
2s=a+b+c,

Ry =abc/4s und
r=(s—a)(s—0b)(s—c)fs

erhilt man
2

1
2Rr—72—5—=—7—~2—~—{36ab0—9(——u+b+c)(a—b+c) (@a+b—c)
s

— (@4 b+ c)3}

4
=—-—7§?(—2a+b+c) (@—2b+c)(a+b—2¢).

Wegen a << b < c ist auf der rechten Seite die erste Klammer nichtnegativ und die
dritte nichtpositiv; jede dieser beiden Klammern verschwindet genau im Falle a =
b = c. Nun ldsst sich die zweite Behauptung direkt aus der vorigen Formel ablesen.
Mit einer analogen Faktorisierung kann die erste Behauptung bewiesen werden.

P. Niiesch, Lausanne

Weitere Losungen sandten A. Bager (Hjerring, Danemark), P. Bundschuh (Frei-
burg i. Br.), L. Carlitz (Durham, N.C., USA), O. Reutter (Ochsenhausen, BRD),
K. Schuler (Rottweil, BRD) und H. Wimmer (Graz, Osterreich).

Aufgabe 641. Gesucht wird ein Beweis der folgenden einfachen Aussage kombi-
natorisch-geometrischer Art: Es seien # und ¢ (1 < ¢ < ») natiirliche Zahlen, und K
bezeichne eine Menge von # abgeschlossenen, nicht notwendig disjunkten Strecken
einer Geraden G. Die Menge derjenigen Punkte von G, die wenigstens ¢ verschiedenen
Strecken von K angehdren, zerfillt in endlich viele paarweise disjunkte und abge-
schlossene Strecken; ihre Anzahl sei k; (1 << k; << n). Es gilt dann die additive Formel

"= Zki. H. Hadwiger, Bern
-1

1. Losung: Statt K, k; schreiben wir K, k; ,. Fiir n = 1 ist wegen 7+ =1 und
ki1 = 1 die Behauptung leicht einzusehen. Nun werde #» > 1 vorausgesetzt.

Seien s,, (1 < m < n) abgeschlossene Strecken auf G und K, -, = {sy, ..., S, }.
Firi=1,...,n— 1seien SV (1 <t <k, ,-,) die paarweise disjunkten und abge-
schlossenen Strecken, in die die Menge derjenigen Punkte von G zerfillt, die wenig-
stens ¢+ Strecken von K, _, angehdren.

Nun geben wir uns K, = K,_, u{s,} vor. Die Menge der Punkte von G, die
sowohl s, als auch einer der Strecken Sﬁf‘,‘” (1 <?¢<k;,-;) angehoren, zerfalle
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genauing; ,—, (paarweise disjunkte und abgeschlossene) Strecken. Wir behaupten nun

kl,n‘l - 7‘1”1__1 + 1 fﬁl‘ i s 1 )
Bin= 1 Bin—1— Tin—1 T Ti—1,n—1 fir 1 <1<m, (*)
Ta—1,n—1 fir 1=mn.

Die erste Zeile ist klar, da die Menge der Punkte von G, die einer Strecke von K,
angehoren, sich zusammensetzt aus der Menge der Punkte von G, die entweder einem
s, (1 <» <m) mit s,Ns, = ¢ (dies liefert den Beitrag %, ,—; — 73, ,~1) oder einem
s, (1 <» <m) mit s,0s, + ¢ oder s, angehoren. Ist » >3 und 1 <7 <, so ist
die zweite Zeile von (*) richtig, da die Menge der Punkte von G, die ¢ Strecken von
K, angehoren, sich zusammensetzt aus der Menge der Punkte von G, die entweder
1 Strecken von K, ,, nicht jedoch s, (Beitrag ; ,—; — §; ,~1) oder ¢ — 1 Strecken von
K, -, und s, angehoren (Beitrag 7, ,—;). Schliesslich ist die letzte Zeile von (*) klar,
da die Menge der Punkte von G, die simtlichen #» Strecken von K, angehéren, gleich
ist der Menge der Punkte von s,, die einer der Strecken S~ b, (1 <t < k,—;,-1)
angehoren. Aus (*) folgt

” n—1
Zki,n =1 +2k:‘,n—1 ’
=1 =1

woraus sich die behauptete additive Formel durch Induktion ergibt.
P. Bundschuh, Freiburg 1. Br.

2. Losung (des Aufgabenstellers): G sei die x-Achse, und x bezeichne zugleich einen
Punkt von G und dessen Koordinate. [, ... J, seien die Intervalle aus K, f; die

charakteristische Funktion von J; (j = 1,...,%); F(x) : = 2 f;(%), gi(x) : =1 bzw. 0,
=1
falls F(x) > ¢ bzw. < 4. Dann ergibt sich
x€G=> F(x 2 g:(x) . (1)
=1

Bezeichnet f(x+) den rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle x, so gilt weiter

%:[fj(x) —Lix+)]=1(G=1,...,mn),also
2, [Flx) — F(x+)] Z[g, —gx )=k (=1,..,n). (2)

2€G

Aus (1) und (2) folgt nun die Behauptung.

Weitere Losungen sandten A. Bager (Hjgrring, Danemark), H. Flanders (Tel
Aviv), H. Harborth (Braunschweig), P. Hohler (Olten) und I. Paasche (Miinchen).
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Neue Aufgaben

Die Losungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben erbeten bis 10. Sep-
tember 1972, wenn moglich in Maschinenschrift. Dagegen ist die Einsendung von
Losungen zu den mit Problem ...A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin
gebunden.

Bei Redaktionsschluss dieses Heftes sind noch ungel6st: Problem 601 A (Band
25, p. 67), Problem 625B (Band 25, p. 68), Problem 645A (Band 26, p. 46).

Aufgabe 662. Die untenstehenden Figuren stellen ein 8 x 4 Boss Puzzle dar,
wobei die 31 Zahlentédfelchen einmal in

natiirlicher, einmal in umgekehrter Anord- 1121314 Nlolnls
nung stehen. Es seien m, » natiirliche s 161718 71215
Zahlen > 2. Man zeige, dass beim m X n
Boss Puzzle die natiirliche Anordnung o LA L L I
durch Verschieben von Zahlentifelchen Blu|l15]18 V8|17 [8
genau dann in die umgekehrte Anordnung 7{®B19 |20 IR RARAR
iibergefithrt werden kann, wenn gilt: mn alnln|xn nlwlols
=1 oder mn = 2 (mod 4). %1% 12 | 71615

A. Herzer, Wiesbaden 913 ' 321

Aufgabe 663. Let P be a point in the interior of the triangle A BC. Let R,, R,, R,
denote the distances A P, BP, CP and let w,, w,, w, denote the bisectors of the angles
BPC, CPA, APB. Show that

9
lei-l- R, w3 + Ry wh + 12w1w2w3\<\]:R1R2R3’

with equality if and only if A BC is equilateral and P is the incenter.
L. Carlitz, Durham, N.C., USA

Aufgabe 664. Ein Quadrat ist in gleichschenklig spitzwinklige Dreiecke ohne
gemeinsame innere Punkte zu zerlegen.

Anmerkung: Fordert man die Zerlegung eines Quadrates in spitzwinklige Drei-
ecke ohne gemeinsame innere Punkte, so ist dies mit acht Dreiecken moglich (vgl.
z. B. C. S. Ogilvy, Mathematische Leckerbissen, Vieweg Braunschweig 1969, p. 41,
97). Die obige Aufgabe ist mit zehn Dreiecken l6sbar; die Frage nach der Minimalzahl
von Dreiecken ist dagegen noch offen. E. Schréder, Dresden, DDR

Problem 664 A. In einer Ebene sind 7 (n € N) kongruente abgeschlossene Kreis-
scheiben so gelagert, dass je zwei von ihnen hochstens einen Punkt gemeinsam haben.
Vermutlich ist dann die maximal mogliche Anzahl der gemeinsamen Punkte (Beriihr-
punkte) der Kreisscheiben bei einer derartigen Lagerung [3n — Vizn — 3]. Man be-
weise oder widerlege diese Vermutung.

Der Verfasser kennt keinen Beweis dieser Vermutung.

O. Reutter, Ochsenhausen, BRD
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