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Zerlegungsihnlichkeit von Punktmengen

Die Frage, wann zwei Punktmengen 4 und B des k-dimensionalen euklidischen
Raumes E* in Teilmengen 4,, ..., 4, bzw. B,, ..., B, zerlegt werden kénnen, so dass
A;und B, (¢ =1, ..., n) kongruent sind, steht im Zentrum zahlreicher Betrachtungen
z. B. im Zusammenhang mit Massproblemen. Die vielen, fiir die Anschauung zum
Teil dusserst paradoxen Resultate findet man etwa bei Sierpinsky [7] zusammenge-
stellt; unter anderem das bekannte Theorem von Banach und Tarski [1], dass zwei
beliebige beschrankte Punktmengen 4 und B des E* (k > 3) mit inneren Punkten
«multikongruent» sind, d.h. 4 =4,y...u4,, B=B,u...uB,, 4,04;=¢=
B;N B; (+ + ) und 4, kongruent B, (i = 1, ..., n).

Im Zusammenhang mit analogen Problemen fiir Polyeder und endliche Zer-
legungen in polyedrische Teilstiicke hat Dehn [4] bewiesen, dass selbst inhaltsgleiche
Polyeder fiir 2 > 3 nicht notwendig «zerlegungsgleich» sind, und dadurch das dritte
der 23 Hilbertschen Probleme gelost. Der auffallende Gegensatz der Resultate [1]
und [4] widerspiegelt den grundsitzlichen Unterschied zwischen der punktmengen-
theoretischen Zerlegung beliebiger Mengen (Partition) und der elementargeometri-
schen Zerlegung von Polyedern durch endlich viele ebene Schnitte unter Vernach-
lissigung der Randpunkte. Uberblicke iiber diesen Themenkreis findet man bei
H. Hadwiger [5] und [6].

H. Debrunner [3] hat die polyedrische Fragestellung unter einem neuen Gesichts-
punkt, nidmlich unter Beriicksichtigung der Ahnlichkeit der Teilpolyeder, aufgegriffen
und im Hinblick auf das Dehnsche Ergebnis iiberraschend gefunden, dass zwei be-
liebige eigentliche Polyeder P und Q stets so in endlich viele Teilpolyeder P, ..., P,
bzw. Q, ..., Q, zerlegt werden koénnen, dass P, und Q; fiir 2 = 1, ..., » homothetisch
ausfallen. Er nannte diese Beziehung zwischen P und @ «Zerlegungsihnlichkeit».

Parallel dazu wollen wir jetzt in dieser kleinen Note untersuchen, wann zwei
Punktmengen 4 und B des E* «zerlegungsdhnlich» sind. Wir finden im Anschluss
an ein sehr allgemeines Theorem von Banach [2] den

Satz 1: Fiir zwei beliebige beschrinkte Punktmengen A und B mit inneren Punkten
existieren Zerlegungen A = A, yA,, B= B, uB,, A,NAy;=¢, B,0 B, = ¢ derart,
dass fiir 1 = 1,2 A, mut B; durch geeignete Dilatation und anschliessende Translation
zur Deckung gebracht werden kann.

Figur 1 illustriert diesen Sachverhalt anhand von Quadrat und Kreisfliache.

Beweis: Im Zusammenhang mit dem Cantor-Schréder-Bernsteinschen Aqui-
valenzsatz gilt folgender Zerlegungssatz fiir Mengen (Banach [2]):

Seien A und B zwei Mengen, f,:4 — B und fz: B — A zwei umkehrbar ein-
deutige Abbildungen von A bzw. B auf f4(4)< B bzw. fg(B)< A. Dann existieren
Zerlegungen von A und B in je zwei Teilmengen 4, und 4, bzw. B; und B, mit

AyuAy=A4, B,yB,=B, A1nAz=¢=B1nBe: fald;)) = By, [p(Bg)=A4,.
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Figur 1

Wir wenden jetzt diesen Satz auf beschrinkte Punktmengen 4 und B des E*
mit inneren Punkten an.

Seien M 4, bzw. M ; die Radien der 4 und B enthaltenden Kugeln K , bzw. K.
¢ 4 bzw. gp seien die Radien der in A bzw. B enthaltenen Kugeln &, bzw. %p.

Dann ldsst sich K 4 nach Dilatation mit 4, = e5/M 4, mit k5 durch geeignete
Translation ¢, zur Deckung bringen. Ebenso verfahren wir mit Kz und %, mittels
Ap=¢€,4/M g und ¢z t, und ¢y berechnen sich ohne weiteres aus den Ortsvektoren
der Zentren der verwendeten Kugeln und aus 4, bzw. 4.

Somit gilt wegen A< K , bzw. B< Kz (AC + ¢ bezeichne die mit A dilatierte und
um ¢ translatierte Menge C)

A'AA—*_tAC}'AKA—{—tA:kBCB und ABB+tBCABKB+tB=kACA’

Es bleibt noch zu erwdhnen, dass die durch A , und ¢, bzw. 4 und ¢z beschriebe-
nen Abbildungen f, bzw. fp wegen 1, + 0 & A, umkehrbar eindeutig sind, d. h.
jedem a € A bzw. b € B wird umkehrbar eindeutig ein f (@) = A ,a +¢,€41,4 + ¢,
bzw. f5(b) = A5 b + tp € Az B + tp zugeordnet.

Also sind die Voraussetzungen des Satzes von Banach mit homothetischen Ab-
bildungen erfiillt und die Behauptung erweist sich als geometrisches Korollar des
Banachschen Theorems. Qed.

Mit ganz analogen Schlussweisen zeigen wir jetzt noch eine mit dem obigen eng
verwandte Losung der Aufgabe, auf welche Weise sich eine Punktmenge 4 des E*
in paarweise dhnliche Teilmengen zerlegen lésst.

Satz 2: Eine beliebige beschrinkte Punktmenge A mit inmeren Punkien lisst sich
nach Wegnahme eines geeigneten Punktes p in n Teilmengen A; (i =1, ..., n) zerlegen,
derart dass A; und A; fir alle i, | homothetisch sind und dass gilt

QAiU{P}zA: A0A;=¢ (1 *79).

Figur 2 deutet die Zerlegung einer Punktmenge in drei homothetische Teile an,
wobei der Konvergenzpunkt der « Jahresringe» die Rolle des Punktes # iibernimmt.
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Figur 2

Wir wollen den Satz in Analogie zum zitierten Banachschen Theorem zuerst
allgemein mengentheoretisch formulieren und dann erst geometrisch deuten. Der Satz
lautet dann wie folgt:

Sei f:A — A eine injektive und «fixmengenfreie» Abbildung von A =+ ¢ in sich,
d. h. aus f(a) = f(b) folgt a = b und es gibt keine Teilmenge B< 4 mit f(B) = B.
Dann existiert eine Zerlegung von 4 in # Teilmengen 4; (¢ =1,...,#) mit 4, =

fi-Y(4y) und UJ Ay = A, 4,0 A; = ¢ (i =+ j). / bezeichnet [dabei die mfach iterierte
i=1
Abbildung f sowie f° die Identitdt.
Bewers: Sei X, die Menge aller Punkte von 4, die nicht Bildpunkte von f sind,
d. h. die Differenzmenge 4 — f(A4). Da f fixmengenfrei ist, gilt X, + ¢. Mit X, (m =
1, 2,...) bezeichnen wir f"(X,) = {y |y = f"(x), x € X,,}. Es gilt

M X0 Xy =¢p(m =), *A=UX,.
m=0
Zu (*): Gegenannahme: Sei x = f*(a) = /(b)) € X,,0 X, (m > I) mit a, b € X,,. Dann
folgt wegen der Injektivitit der Abbildungen a = f"~{(b) = f(f"~'-1(b)) = f(c) € {(4)
im Widerspruch zur Annahme a € Xy = 4 — f(4).
Zu (**): Wegen X, < 4 m=0,1,2,...) gilt 4 sU X,,. Sei B=4 — J X,

m=0 m=0
o0 o0 o0
Mit f(4)NX,=¢=X,0 (U X,) folgt aus f(B)=/(4—-UX,)=/4)-UX,
m=1 m=0 m=1
(Verwendung der Injektivitit und von f(X,) = X,,+,) die Giiltigkeit von f(B) =
(FA)uX,) — (XouU X)) = ((4) UX,) — U X,, und mit Xy = 4 — f(4) gilt schliess-
m=1 m=0

(=]
lich /(B) = A — U X,, = B. Da f fixmengenfrei war, muss B = ¢ gelten.

- m=0
Wir fassen jetzt die Teilmengen X,, geeignet zusammen. Sei
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Ai= UX(i_lH"nm (’L= 1,..., n)

m=0

Dann gilt natiirlich 4, = J X, und 4; = U f’ = fi-1(4,), sowie

m=0

n
4,0 A;j=¢ (i +7)und 4= 4,

1=1

Spezialisieren wir auf unser geometrisches Problem, so finden wir wegen der
Existenz einer e-Kugel in 4 eine homothetische Abbildung, die die (beschrinkte)
Menge A in diese e-Kugel abbildet. Die « Fixmengenfreiheit» erreichen wir durch Weg-
lassen des Streckungszentrums der Homothetie. Mit der Bemerkung, dass eine ite-
rierte Homothetie wieder eine Homothetie ist, schliesst der Beweis. Qed.

Wir kénnen an diesem Ergebnis noch einige kleinere Modifikationen vornehmen.
So gilt z. B. fiir abgeschlossene konvexe Mengen im Satz die Formulierung «...nach
Wegnahme eines beliebigen Punktes p...», wihrend fiir offene konvexe Mengen sogar
kein Punkt weggelassen werden muss, weil man als Streckungszentrum auch Rand-
punkte wihlen darf.

Zum Schluss einige kleine und unvollstindige Anregungen iiber endliche Zer-
legungen, bei denen die # Teile zum Ganzen #hnlich sind. Derartige Zerlegungen
existieren etwa fiir die halboffene Strecke oder die Cantorsche triadische Menge, wie
man sogleich sieht. Andererseits gibt es Mengen, die sicher nicht in zum Ganzen dhn-
liche Stiicke zerlegt werden kénnen. Hier seien die abgeschlossene Strecke und jede
endliche Punktmenge genannt. Endlich ist es mdglich, das halboffene Quadrat mit
Ausnahme von # = 2, 3, 5 in # halboffene Teilquadrate zu zerlegen, wie Figur 3
belegt. Durch Vierteilung irgendeines der # Teilquadrate erreichen wir eine Zerlegung
in # + 3 Teile. Mit Angabe der Zerlegungen fiir n = 6, 7, 8 sind somit alle n > 6
erfasst.

| |

Figur 3
Ch. Meier, Bern
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