Zeitschrift: Elemente der Mathematik
Herausgeber: Schweizerische Mathematische Gesellschaft

Band: 26 (1971)
Heft: 6
Rubrik: Aufgaben

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 28.11.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

138 Aufgaben

Remark 3. Theorem 2 holds good for generalised integers {/,} also, that is, if F(x) and
G(x) are functions of a real variable ¥ > 1, then

G(x) r.l’:éF(——l’%—> < F(x) - ié;/‘(ln) G(—l%—) .

Incase & = 1 this theorem reduces to a theorem established by Horapawm (cf. 5], theorem 3).
D. SURYANARAYANA, Waltair, India
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Aufgaben

Aufgabe 634. Es seien f, g zwei im Intervall [a, b] im Riemannschen Sinne
eigentlich integrierbare reellwertige Funktionen mit f(x) > 0, g(x) > ¢ > 0 fiir alle
x € [a. b]. Ferner seien p, ¢ reelle Zahlen mit 0 <p <1, ¢ <0, 1/p+ 1/g=1.
Man leite die « Gegenform zur Hélderschen Ungleichung»

fbfgdx > (fb/ﬂ dx)w (fbgq dx)

direkt aus der gewohnlichen Holderschen Ungleichung her. H. Hadwiger, Bern

1/q

Liosung: Die auf die vorliegende Aufgabenstellung zugeschnittene Form der
gewohnlichen Holderschen Ungleichung besagt: Sind F, G in [a, b] im Riemannschen
Sinne eigentlich integrierbare reellwertige Funktionen mit F(x) > 0, G(x) = O fiir
alle x € [a, b], so gilt fiir alle reellen 7, s mit » > 1 und 1/r + 1/s = 1:

1/s

b b 1/r b
fFde<(/F’dx) (/G‘dx) . *)

Setzen wir r = 1/p, s = — q/p, so ist nach den Voraussetzungen der Aufgabe (iiber
p,q) r> 1 sowie ljr + 1/s=p — plg=p (1 — 1/g) = 1 erfiillt. Wahlen wir weiter
F = (fg)*, G = g, so geniigen auch F und G nach den (iiber /, g) gemachten Voraus-
setzungen den fiir die Giiltigkeit der gewdhnlichen Holderschen Ungleichung hin-
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reichenden Bedingungen, und man erhilt aus (*)

Jran=( fias) ( [ ) "

a

woraus sich sofort die Behauptung der Aufgabe ergibt.
P. Bundschuh, Freiburg i. Br.

Aufgabe 635. Ist a(n) die Anzahl der Darstellungen von # als kleinstes gemein-
sames Vielfaches zweier natiirlicher Zahlen (unter Beriicksichtigung der Reihenfolge),
so gilt fiir R(s) > 1

& am)  L3(s)
21 nw [(2s)°

wobei { die Riemannsche Zetafunktion bedeutet. Es sei allgemeiner fiir reelle 2 und b

IOEPI Y

[x,y1=n

Man zeige, dass fiir R(s) > 1 + max(a, b, a + b) die Beziehung

~— {(2s—a—0)
gilt. H. Scheid, Mainz

Z",ocab(n) _l(s—a)l(s—8L(s—a—Db)

First Solution: If g, h are arbitrary functions,

=28 hly), F(m)='f(x), G(n)=2]glx), H(n) =) h(x),

[x,9]=n x\n xin xin

it follows that

F(n) = ; Yhy) =2 D) h(y) D) 1.
In [x,9]= k

x\n yin k|n
[xy y] =k

Since the inner sum is 1, we get
E(n) = G(n) H(n) . (*)
In particular, if
glx) ==, h(y)=9",
then
f(n) = o, p(n), G(n) =a,(n), H(n)=a,n).
Thus, by (*),

v F(n o %a, o 9a(1) 0p(m)
) £ X bl _M e 2]

n=
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But by a well-known formula of Ramunajan (cf. e.g. E. C. Titchmarsh, The Theory
of the Riemann Zeta-Function, Oxford 1951, p. 8, (1.3.3.))

Z“v ao(n) op(n) _ L(s)C(s—a)l(s—b)L(s—a—1))

= ne {(2s—a—0)
and therefore
) _ Le—all-Hi6—a—y :
= £ (2s —a—b) '
This evidently holds fok
R(s) > 1+ max (0, a, b, a + b) . (**)

L. Carlitz, Durham, N.C., USA

Zwerte Losung: Da aq o(n) -—.—.21 = a(n) fiir alle natiirlichen # gilt, ist die erste
[x,y]=n
Behauptung in der zweiten enthalten, und wir zeigen nur diese. Fiir R(s) > 1 +

max(a, b, a + b) ist
C(s—a) (s —b)¢(s—a—b)
2s—a—1b
(: ( S a ) - pa+b—2s (1)

- ~— =:[ [ F(p).
]17 (1 — p2=35) (1 — pb=9) (1 — pa+t—s) ]’;] (?)

Fiir jede Primzahl ¢ ist
F(p) = (1 — potb—29) 2 PE+Ra+G+Rb—(+i+hs

5,9,k> 0
)

oo o0 oo o0
- — (i+K)a+G+Rb—(i+j+ks
2(EE-2 2

1=07=0 1{¢=19=1

max(u,v)=m

Hierin ist in der inneren Summe iiber alle geordneten Paare (%, v) nichtnegativer
ganzer Zahlen zu summieren, deren Maximum gleich ist m. Also ist

47 F(ﬁ) =[p] fp~ms 2 ﬁua+vb , (2)

m=0 (u,v)
max(%,v)=m

und daher ldsst sich der Ausdruck links in (1) in der Form einer Dirichlet-Reihe

o0
Zan n-s (in eindeutiger Weise!) schreiben, wo die a, zu bestimmen bleiben. Ist
n=l

3
n =] [ pr, so ist wegen (2)
r=1

a, = 2 ( ;‘x._'p:‘,)a (le’l”‘ptt}t)bz Z xaybzaa,b(n)

%, v,) mit _ath %

sl o) 0

( r? r) r v, v

(r=1,...,8) y=py'e Pt
max((ur, vf) =m,

(r=1,..,¢%
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fir alle natiirlichen #; denn offensichtlich bedeuten die Bedingungen in der zweiten
Summe, dass genau iiber die geordneten Paare (x, y) natiirlicher Zahlen zu summieren
ist, deren kleinstes gemeinsames Vielfaches #» ist.

P. Bundschuh, Freiburg i. Br.

Eine weitere Losung — unter der stirkeren Voraussetzung (**) wie die obige
erste Losung — sandte A. Bager (Hjorring, Dinemark).

Aufgabe 636. In einer Ebene sind zwei Geraden g;, g, und drei Punkte 4,, 4,,

P gegeben. Man bestimme diejenigen durch 4, und 4, gehenden Kegelschnitte, die
g, und g, berithren und deren Beriihrungspunkte mit P kollinear sind.

C. Bindschedler, Kiisnacht

Losung: Die durch P gehenden Beriihrsehnen der beiden Losungskegelschnitte
ergeben sich als Doppelstrahlen jener Strahleninvolution mit dem Scheitel P, von
der PA, und PA4, sowie PG, und PG, zwei Strahlenpaare sind, wobei G, und G,
die Schnittpunkte der Geraden 4,4, mit den Geraden g, bzw. g, bedeuten. Diese
Losung ldsst sich durch kollineare Verallgemeinerung jenes Sonderfalles herleiten,
bei dem A4, und 4, die absoluten Punkte sind, wobei die Lésungskegelschnitte dann
jene g, und g, berithrenden Kreise sind, deren Beriihrsehnen durch P gehen.

K. Griin, Linz, Donau, Osterreich

Weitere Losungen sandten J. Fehér (Pécs, Ungarn), H. Sachs (Stuttgart) und
K. Schuler (Rottweil, BRD).

Aufgabe 637. Am ebenen Dreieck mit Flicheninhalt (/,) Vabed = (1) Vi hyh b =
Ve r,r,r = Vs,s,s,s (Seiten, Hohen, Beriihrradien, Beriihrstrecken) zeige man: Die
Grossen x = Vr,,/s,, und y = Vha/b geniigen den Ungleichungen

3+ 2}/s/r < xsjr, (1)
Y+ 2)/dfh < 2ys/h. | (2)
Gleichheit genau im Falle a = b. I. Paasche, Miinchen

, F s—c
Losung: Man sieht leicht ein, dass 4 = = h=2R, x= VS " ¢ und y =

Vs]—ﬁ; Man hat daher

s s s—¢ s~c s—¢
S L e e =
7+ r‘“xr r
@2V~ —C— Sﬁcc»ZVS §—¢»2V S——
s.__

(s — a) + (s — b)
y .

~Yrrs s =|-a6-s
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Und weiter:

4 — 2F —
y3+2V~h~ éZy%-@siny'/sin'y—{— 5 é%l/siny

a-+b

2F — ¢ e
<s— Rsi bs— — b <
Die Richtigkeit beider Ungleichungen (mit Gleichheit genau fiir a = b) folgt sofort
aus der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel.

A. Bager, Hjorring, Dianemark

Weitere Losungen sandten L. Carlitz (Durham, N.C., USA) und H. Frischknecht
(Berneck SG).

Neue Aufgaben

Die Losungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben erbeten bis 10. Juli
1972, wenn moglich in Maschinenschrift. Dagegen ist die Einsendung von Losungen
zu den mit Problem ... A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin gebunden.

Aufgabe 658. If % is a positive integer and ¢ and J, are the totient functions of
Euler and Jordan, then show that for every positive integer »

Jm) = 3 od) old) ... 9(@})

didy...dp=n

where the summation extends over all ordered k-tuples (d,, ..., d;) such that d,-...-d,
= . D. Suryanarayana, Waltair, India

Aufgabe 659. Let L and M denote the sets of positive integers all of whose prime
factors are of multiplicity > 2 and > 4, respectively. The integer 1 is considered to
be a member of both L and M. Show that for every positive integer &

A A 4k)C(6F

Fry AL ney Jiw) C(12k)
where A is Liouville’s function and J, Jordan’s totient function.

D. Suryanarayana, Waltair, India

Aufgabe 660. Voraussetzung: X(t) sei eine geschlossene C4-Kurve im dreidimen-
sionalen euklidischen Raum, die von jeder Ebene durch O in hochstens zwei Punkten
geschnitten wird. Der Parameter ¢ sei so gewidhlt, dass det (X, X', X”) = 1. Dann ist
die Kurve X (das heisst das Tripel ihrer Koordinatenfunktionen) Losung der Diffe-
rentialgleichung

2+ px +qgx=0
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(alle Kurven, die Losungen sind, sind untereinander affin mit einer linearen (= homo-
genen) Transformation mit Determinante 4 1).

Behauptung: Entweder ist ¢ = p’, oder F(f) = ¢ — p’ wechselt wenigstens viermal
das Vorzeichen auf der Kurve. H. Guggenheimer, Brooklyn, N.Y., USA

Aufgabe 661. For a triangle with circumradius R, semiperimeter s, sides a, b, c,
contact segments s,, s,, s, exradii7,, 7,, 7, and altutides 4,, &,, k., prove the inequalities

ra+rb+rc>s 1
b ¢ © R’ 1)
ha+h,,+hc> s 2
S, Sy s, _ R (@)

with equalities if and only it the triangle is equilateral.
Z. M. Mitrovi¢, Vranje, Yugoslavia
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sieben Vorlesungen, die am Symposium gehalten wurden; die Autoren sind E. Carasi, S.-S.
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function space; A lower bound for the smallest eigenvalue of the Laplacian; The integral equation
method in scattering theory; Group algebra bundles; Quadratic periods of hyperelliptic abelian
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singular perturbations; Sequential convergence in lattice groups; A group-theoretic lattice-point
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