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Kleine Mitteilungen

Kiirzeste Verbindungsstrecken vorgeschriebener Steigung
zwischen zwei windschiefen Geraden

1. Zwischen zwei windschiefen Geraden a und b kénnen oo? Verbindungsstrecken
AB (A €a, Beb) eingeschaltet werden. Die Ermittlung einer Verbindungsstrecke
mit vorgeschriebener Richtung ist eine elementare Lagenaufgabe mit eindeutiger
Lésung, auf die sich auch die Aufgabe zuriickfiihren lisst, solche Verbindungsstrecken
zu finden, die mit @ und & vorgeschriebene Winkel « bzw. f bilden ([1], S. 96 und [3],
S. 38). Hierunter féllt im besonderen fiir « = f = /2 die Bestimmung der vom Ge-
meinlot gebildeten Verbindungsstrecke kiirzester Linge a b ([1], S. 41 und 621f.).
Wird die Linge der Verbindungsstrecke, also die Linge AB = ¢ > a b vorgeschrieben,
so ergeben sich ool Losungen, die durch eine Ellipsographenbewegung der Strecke ¢
hervorgehen und deren Trigergeraden eine Regelfliche 4. Grades (VII. Art nach
Sturm) erfiillen, die von Burmester den Namen «Wringfliche» erhalten hat ([2],
S. 2811f.). Wird hingegen der Neigungswinkel vy der Verbindungsstrecke gegen eine
feste Ebene 7 vorgeschrieben, die ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als horizontal
angenommen werden kann, so ergeben sich ebenfalls oo! Losungen, deren Tréger-
geraden im allgemeinen wieder eine Regelfliche 4. Grades (VII. Art) bilden; diese
kann sich jedoch auf eine kubische Regelfliche oder auf ein einschaliges Dreh-
hyperboloid reduzieren, falls eine der Geraden 4, b bzw. beide selbst die Neigung y
aufweisen.

Das Problem, unter den oo! Verbindungsstrecken mit vorgeschriebener Steigung
y die kiirzeste zu finden, wird in amerikanischen Lehrbiichern der darstellenden
Geometrie gelegentlich behandelt ([1], S. 66), scheint jedoch in das europiische
Schrifttum noch keinen Eingang gefunden zu haben. Eine elementare Losung, die
auch zu einer neuartigen Konstruktion des Gemeinlotes fiihrt, soll anschliessend dar-
gelegt werden. Weitere einschlidgige Fragen hat der Verfasser in [3] erortert.

2. Denken wir uns zu den beiden gegebenen Geraden a und b parallele Strahlen
durch einen beliebigen Hilfspunkt gelegt, dann spannen diese eine Ebene & auf.
Fithren wir sodann den Normalriss auf eine zu ¢ normale Bildebene ein, dann er-
scheinen in diesem «Seitenriss» die beiden Geraden a und b parallel. Wir diirfen dem-
nach von vornherein voraussetzen, dass die Aufrisse 2” und 4" parallel sind (Figur).

Wir suchen zunichst die kiirzeste waagrechte Verbindungsstrecke A B, zwischen
a und b auf (y = 0): Ihre Aufrisslinge ist mit der von a” und 4" auf der Rissachse 12
ausgeschnittenen Strecke ¢, von vornherein bekannt, und ihre wahre Linge kann
nicht kleiner sein als ¢,; das Minimum wird also erreicht, wenn die Strecke 4B,
parallel zur Rissachse verlduft. Thre gesuchte Position wird mithin gefunden, indem
man im Grundriss die Strecke ¢, zwischen die Grundrissprojektionen a’ und 4’ einpasst.

Anschliessend bestimmen wir die lotrechte Verbindungsstrecke A,B, (y = n[2):
Sie bildet sich im Grundriss auf den Schnittpunkt von &’ und %’ ab.

Um nun die zu einem beliebigen, von 0 und /2 verschiedenen Neigungswinkel y
gehorige kiirzeste Verbindungsstrecke zwischen @ und b zu ermitteln, betrachten wir
den Richtkegel, der sich ergibt, wenn man durch einen festen Punkt alle Strahlen mit
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Kiirzeste Verbindungen mit verschiedenen Neigungen.

der vorgeschriebenen Neigung y legt: Es handelt sich um einen Drehkegel mit lot-
rechter Achse und dem Offnungswinkel &z — 2 9. Seine fiir den Aufriss massgebenden
Umurisserzeugenden geben die beiden moglichen Richtungen der gesuchten extremalen
Verbindungsstrecken an. Fiir das Minimum ist jene Umrisserzeugende zu wéhlen, die
im Aufriss nach der entgegengesetzten Seite geneigt ist als a” und b”. Die kiirzesten
Verbindungsstrecken vorgeschriebener Steigung verlaufen also jedenfalls parallel zur
Aufrissebene.

Zur Festlegung der Position von 4 B beachten wir die in der Zeichnung auftreten-
den Teilverhiltnisgleichheiten (Figur). Aus AjA': A} A" = By B": B; B" im Grund-
riss folgt Ay A": A] A" = B, B": B; B" im Aufriss. Dies bedeutet aber wegen der
parallelen Lage von 4" und 8", dass die Geraden Aj By, 4; B; und 4" B” einem
Strahlenbiischel angehéren. Die Trigergerade der AufriBstrecke A" B” kann also unter
der vorgeschriebenen Neigung y direkt durch den Schnittpunkt /* von 4 B, und
A] B] gezeichnet werden, und der zugehérige Grundriss 4" B’ ist dann mittels der
zur Rissachse 12 senkrechten Ordnerlinien hinzuzufiigen. Die Linge c der Verbindungs-
strecke 4 B ist im Aufriss, wo sie unverkiirzt erscheint, unmittelbar abzulesen.

Die damit gel6ste Titelaufgabe ist iiberall dort von Bedeutung, wo es auf die
Optimierung der Lage einer Verbindung mit vorgeschriebener Steigung zwischen zwei
windschiefen Geraden ankommt; beispielsweise bei Rohrleitungen, im Bergbau usw.
Eine massgebende Rolle spielte die Aufgabe auch bei gewissen ebenen Verfolgungs-
problemen, die Wunderlich mit Hilfe von rdumlichen Fahrplandiagrammen behandelt
hat [4].

3. Lasst man den Neigungswinkel 4 variieren, so erkennt man aus der Figur, dass
die Trigergeraden der zugehérigen Minimalabstinde 4 B durchwegs jene feste Lest-
gerade f treffen, die sich im Aufriss auf den Punkt /" abbildet. Diese Tragergeraden
werden demnach von den Loten gebildet, die man aus den Punkten der gegebenen
Geraden a (oder b) auf die Leitgerade f fillen kann. Sie erfiillen daher eine Erzeugen-
denschar eines orthogonalen hyperbolischen Paraboloides. Eine Scheitelerzeugende
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desselben ist die Leitgerade f, die andere fillt mit dem Gemeinlot g von a, b und f zu-
sammen. Ihr Schnittpunkt gibt den Scheitel S an.

Das Gemeinlot g von a und b kann im Aufriss als Normale aus f” auf ¢” und b”
sofort eingetragen werden, der Grundriss ist mittels Ordnern leicht hinzuzufiigen.
Damit ist eine einfache Konstruktion von g gewonnen, die keinen zuséitzlichen Seiten-
riss erfordert.

A. J. Nechi, Atlanta, Ga., USA
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Eine mit Zirkel und Lineal nicht 16sbare Kegelschnittaufgabe

Bei den Beispielen fiir Probleme, welche mit Zirkel und Lineal nicht 16sbar sind,
handelt es sich fast ausschliesslich um Dreiecksaufgaben, wenn man von den klassi-
schen Problemen der Kreisteilung, der Wiirfelverdoppelung und der Winkeldrei-
teilung absieht. Mit der in [1] angegebenen elementaren Methode wurden Dreiecks-
aufgaben behandelt; hier soll diese Methode auf eine Kegelschnittaufgabe angewendet
werden:

Gegeben sei ein Kegelschnitt a 2 + § 92 = 1 und ein Punkt Py(x,, y,); gesucht sei ein
Kegelschnittpunkt P,(x,, y,), so dass der Abstand P,P; minimal ist. Wir werden
zeigen: P, ist im allgemeinen nicht mit Zirkel und Lineal zu konstruieren?).

Die Strecke P,P; muss notwendigerweise senkrecht zur Tangente

Xy (X — %)+ By (y—y)=0

stehen, also parallel zum Normalvektor (a x;, ;) sein, d.h. es gilt mit einem
Proportionalitdtsfaktor A:

Xo— % =Aax, Yo— Y1 =ABN (1)
neben der Kegelschnittgleichung
axi+pyi=1. (2)
Wir 16sen (1) auf:
%o Yo '
S wem =—— 1
Ay P N=TT8 @

1)  Ersetzt man P, durch eine Gerade g,, so ist der nichstgelegene Kegelschnittpunkt P; mit
Zirkel und Lineal konstruierbar.
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und setzen (1') in (2) ein:

p
(1+ Aw)? (1+ 4By

Das ist eine biquadratische Gleichung fiir A. Da mit P; auch A konstruierbar wire,
geniigt es zu zeigen, dass (3) im allgemeinen keine konstruierbare Wurzel hat, und
dazu geniigt wiederum die Angabe eines speziellen Beispiels ohne konstruierbare
Wurzel.

Wir wihlen die gleichseitige Hyperbel o = 1, # = —1 und den Punkt P(1, 1).
Damit wird (3)

1 1
(14 2)? (1—A)2
oder umgeformt
M—224+42+1=0.

Die biquadratische Gleichung, hier schon in reduzierter Form ohne kubisches Glied
vorliegend, hat genau dann eine konstruierbare Wurzel, wenn das fiir ihre kubische
Resolvente

2 —422-16=0

% + vo=1. (3)

=1

zutrifft [1]. Dann miisste aber ein ganzzahliger Teiler des absoluten Gliedes — 16
Waurzel sein [1], was nicht zutrifft. Damit ist alles bewiesen.

D. Laugwitz, Darmstadt
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New Inversion Properties of u and u*

Let u(n) denote the Mobius function and u*(n) denote the unitary analogue of u(n),
which is defined by u*(n) = (— 1)»i, where w(n) is the number of distinct prime factors
of n, w(1l) = 0. Throughout the following f(n) and g(n) denote arithmetical functions.
The object of this note is to prove the following new inversion formulae for u(») and u*(#n):

T heovem 1.

gm)= 3 10) = fim) = 3 ud)gld),

dkd=n dké=n

for every positive integer k.
Proof: Suppose g(n) = ‘j‘: f(8). Then
dkd=n

D udyed =3 pad) 3 tey= 3 w@te= 3 te) 3 u@d =tm,

FLTI P omn s dhshion n dl{‘/;m



Kleine Mitteilungen 137

since the inner sum is 1 or 0 according as ¢ = # or ¢ < #n. The converse can be proved in a
similar way.

Theovem 2. 1f F(x) and G(x) are functions of a real variable ¥ = 1, then

x x
Gx) = X F(W) = F(# = Y um G (;ﬁ)
nk<y ks
for every positive integer k.
Proof: Suppose G(x) = 2 F(x/n¥). Then

”&Z

S um6(L) = Xum X F(oix)

nk<x mk < (x/n¥)

- X () - Ze(F) Z =7

mk nk<x th<y nit
The converse can be proved in a similar way.

Theovem 3. 1f f(z) and g(z) are functions of a complex variable z, then

ga) = Dk 2) = fz) = D, u(n) g(n* 2)
n=1 n=1

for every positive integer &.
o0
Proof: Suppose g(z) = } f(n* z). Then
n=1

2, wm) gl 5) = Jutm) 371kt z) = 2 2) ] w(n)

n= n=1 m=1 t= nlit

The converse can be proved in a similar way.

T heorem 4.
g(n) = wa = fn) = 3 n*d) g(9),
ko= Fs=n
(d,0)=1 (d,8) =1

for every positive integer k.

Proof: Suppose g(n) = 2 f(d). Then

A 6=n
(d,0)=1
D, u*r(d) g(d) = 2 p( 2 ft) = 2 *d) f) = 3 1) u*(d) = f(n)
Fo=n A san sPt=6 dk sk tln ds=VnJE
(d,0)=1 (d,8) =1 (s,8)=1 (d st) (d, s)=1

(s,t)=

since the inner sum is 1 or 0 according as ¢ = n or ¢ < #n (cf. [1], corollary 2.1.2).

The converse can be proved in a similar way.
Remark 7. In case 2 = 1, theorems 1, 2 and 3 reduce to the familiar inversion formulae
(cf. [2], theorems 266-270) and theorem 4 reduces to the inversion formula for u*(n)
established by CoHEeN (cf. [1], theorem 2.3).
Remark 2. Theorems 1 and 4 hold good for functions f and g defined over generalised
integers {/,}. In case £ = 1, these theorems reduce to theorems established by Horapam
(cf. [3], theorem 7 and cf. [4], theorem 6).
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Remark 3. Theorem 2 holds good for generalised integers {/,} also, that is, if F(x) and
G(x) are functions of a real variable ¥ > 1, then

G(x) r.l’:éF(——l’%—> < F(x) - ié;/‘(ln) G(—l%—) .

Incase & = 1 this theorem reduces to a theorem established by Horapawm (cf. 5], theorem 3).
D. SURYANARAYANA, Waltair, India

REFERENCES
[1] E. CoHEN, Avithmetical Functions Associated with the Unitary Divisors of an Integer,
Math. Zeit. 74, 66-80 (1960).

[2] G. H. HArDY and E. M. WRIGHT, A#n Introduction to the Theory of Numbers, 4th ed.
(Oxford 1965).

(3] E. M. HorapaMm, Arithmetical Functions of Generalised Primes, Amer. Math. Monthly
68, 626629 (1961).

[4] E. M. HoraDaM, Arithmetical Functions Associated with the Unitavy Divisors of a
Generalised Integer, Amer. Math. Monthly 69, 196-199 (1962).

[5] E. M. HoraDAM, The Order of Avithmetical Functions of Genevalised Integers, Amer.
Math. Monthly 70, 506-512, (1963).

Aufgaben

Aufgabe 634. Es seien f, g zwei im Intervall [a, b] im Riemannschen Sinne
eigentlich integrierbare reellwertige Funktionen mit f(x) > 0, g(x) > ¢ > 0 fiir alle
x € [a. b]. Ferner seien p, ¢ reelle Zahlen mit 0 <p <1, ¢ <0, 1/p+ 1/g=1.
Man leite die « Gegenform zur Hélderschen Ungleichung»

fbfgdx > (fb/ﬂ dx)w (fbgq dx)

direkt aus der gewohnlichen Holderschen Ungleichung her. H. Hadwiger, Bern

1/q

Liosung: Die auf die vorliegende Aufgabenstellung zugeschnittene Form der
gewohnlichen Holderschen Ungleichung besagt: Sind F, G in [a, b] im Riemannschen
Sinne eigentlich integrierbare reellwertige Funktionen mit F(x) > 0, G(x) = O fiir
alle x € [a, b], so gilt fiir alle reellen 7, s mit » > 1 und 1/r + 1/s = 1:

1/s

b b 1/r b
fFde<(/F’dx) (/G‘dx) . *)

Setzen wir r = 1/p, s = — q/p, so ist nach den Voraussetzungen der Aufgabe (iiber
p,q) r> 1 sowie ljr + 1/s=p — plg=p (1 — 1/g) = 1 erfiillt. Wahlen wir weiter
F = (fg)*, G = g, so geniigen auch F und G nach den (iiber /, g) gemachten Voraus-
setzungen den fiir die Giiltigkeit der gewdhnlichen Holderschen Ungleichung hin-
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