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Aufgaben

Aufgabe 630. Eine Ebene schneide einen geraden Kreiskegel in einer Ellipse.
Es bezeichnen a den halben Offnungswinkel des Kegels und p, ¢ die Abstinde der
Kegelspitze von den Hauptscheiteln der Ellipse. Man beweise, dass fiir den Flichen-
inhalt F des Mantelstiickes zwischen Kegelspitze und Schnittellipse gilt:

P ;— d Vp g sina.

F=nx

G. Pdlya, Stanford, California, USA

Léosung: Es bezeichnen M den Mittelpunkt der Schnittellipse £ und F’ den
Flacheninhalt der Normalprojektion E’ von E (und damit des Mantelstiickes mit
Flacheninhalt F) auf eine zur Kegelachse normale Ebene. Fiir die Hauptachsenldngen
a, b von E’ gilt dann 2 a = (p + ¢) sina und — nach dem Hohensatz, angewendet in
der den Punkt M enthaltenden Normalebene zur Kegelachse —

b:]/zf"zsm . 24'25“‘“ —Vpq - sina .

Wegen F = F'[sina = 7 ab/sina ergibt sich hieraus unmittelbar die Behauptung.
C. Bindschedler, Kiisnacht/ZH

Weitere Losungen sandten R. Abend (Gelnhausen, BRD), G. Bach (Braun-
schweig), J. Féher (Pécs, Ungarn), H. Flanders (Tel Aviv), K. Griin (Linz), H. Kappus
(Bottmingen/BL), E. Karst (Tucson, Arizona, USA), L. Kieffer (Luxembourg),
I. Paasche (Miinchen), O. Reutter (Ochsenhausen, BRD) und K. Schuler (Rottweil,
BRD).

Anmerkung der Redaktion: 1. Paasche weist darauf hin, dass die Behauptung in
G. Holzmiiller, Elemente der Stereometrie 11, Leipzig 1900, Seite 179, Formel (3),
bewiesen wird.

Aufgabe 631. Es seien p eine ungerade Primzahl und « eine beliebige natiirliche
Zahl. Man beweise
pd -1
Il (kp—1) =—1 (modp*).
k=1

J. Féher, Pécs, Ungarn

Lisung: Es sei U die Gruppe der Einheiten im Ring Z/($%*). Da p ungerade ist,
so ist U bekanntlich zyklisch. Demnach hat die Gleichung x% = 1 nur zwei Losungen
inU,nimlichx = + lundx = — 1 = p* — 1. Definiert man G ={kp + 1|1 <k <
p* 1, H={kp+ 1|1 < k < p*1}, so ist H eine Untergruppe von G und G eine
Untergruppe von U mit |U | = p(p*) = p* — p*tund |G| = 2 |H| = 2 %1, Jedem
x in G werde nun x-! zugeordnet. Da x = x~1 nur fiir ¥ = + 1 gilt, haben wir J] x =

zeG
pa-— 1

— 1und J]x = + 1. Daraus ergibt sich [T (kp —1)= [T x= (- H/(+1) =-1.
E=1 H

xeH x€G~

H. Flanders, Tel Aviv



116 Aufgaben

Weitere Losungen sandten C. Bindschedler (Kiisnacht/ZH), P. Bundschuh (Frei-
burg i.Br.), L. Carlitz (Durham, N.C., USA), N. Haak (Braunschweig), H. Harborth
(Braunschweig), R. Segal (Princeton, N.]J., USA), E. Teuffel (Korntal/Stuttgart) und
R. W. van der Waall (Nijmegen, Niederlande).

Anmerkung der Redaktion: L. Carlitz leitet die Behauptung her aus dem Hilfssatz
(p. 64) in S. Lubelski, Zur Theorie der héheren Kongruenzen, Journal f. d. reine
angew. Math. 162 (1930), 63-68. E. Teuffel zitiert P. Bachmann, Niedere Zahlen-
theorie I, Leipzig 1902, Seiten 174/175.

Aufgabe 632. A, B und C seien drei verschiedene Punkte einer gegebenen
Parabel. Man zeige, dass sich die Parabelnormalen in 4, B, C genau dann in einem
Punkt treffen, wenn der Schwerpunkt des Dreiecks A BC auf der Parabelachse liegt.

A. Bager, Hjgrring, Déanemark

Losung: Ein cartesisches Koordinatensystem sei so gewihlt, dass die Parabel
durch die Gleichung 92 = px (p + 0) beschrieben wird. A4(a?/p, a), B(b?/p, b) und
C(c?/p, c) seien verschiedene Punkte der Parabel, so dass also a * b *+ ¢ + a gilt.
Die Gleichung der Parabelnormalen #4 in 4 ist

g
2ax+;by=—~7~b—~+pa,

und die Normalen #p und n¢ haben analoge Gleichungen. Bezeichnen x; bzw. x, die
Abszissen der Schnittpunkte von n4 und #p bzw. ng und ¢, so gilt
A +ab+ b P Pt be+ +;b
x1 e ﬁ 2 ’ x2 - ? 2 ¢
Hieraus folgt: x, =2, <=>a?+ ab+ 02 =02+ bc+ 2<==>a2—c2=0b(c—a)==>a+
¢=—b<e=>(a+ b+ c)/3=0,d. h. die Parabelnormalen in 4, B, C treffen sich genau
dann in einem Punkt, wenn der Schwerpunkt des Dreiecks 4 BC auf der Parabelachse
liegt. H. Meyer, Birkergd, Didnemark

Weitere Losungen sandten G. Bach (Braunschweig), C. Bindschedler (Kiisnacht/
ZH), J. Fehér (Pécs, Ungarn), K. Fladt (Calw, BRD), H. Flanders (Tel Aviv),
H. Frischknecht (Berneck/SG), K. Griin (Linz), P. Hohler (Dietikon/ZH), H. Kappus
(Bottmingen/BL), L. Kieffer (Luxembourg), J. van Leeuwen (Utrecht), M. Milivoj
(Zagreb), I. Paasche (Miinchen), O. Reutter (Ochsenhausen, BRD), K. Schuler (Rott-
weil, BRD) und Ch. Vuille (La Sagne/NE).

Anmerkung der Redaktion: H. Siller (Hofstra University, Hempstead, Long
Island, New York) weist darauf hin, dass diese Aufgabe auch gefunden werden kann
in S. L. Loney, Elements of Coordinate Geometry, Part I, Macmillan London 1953,
p- 214, Ex. 8.

Aufgabe 633. Es sei (X, ) ein topologischer T-Raum derart, dass es zu je
zwei Punkten x, y von X einem Hom&omorphismus f von X auf sich selbst mit f(x) =y
gibt. Es bezeichne 4 die abgeschlossene Hiille der Teilmenge A von X. Man beweise
oder widerlege: Ausx, ye Xund x € {_37}- folgty € -{;}' J. Ritz, Bern
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Liosung: Das folgende Gegenbeispiel dient zur Widerlegung. Es seien X die
Menge der reellen Zahlen und {¢, X, (— oo, x]; x € X} das System der T-abgeschlos-
senen Mengen. Offenbar ist (X, T) ein T-Raum und—{?c—} = (— oo, x] fiir jedes x € X.
Fiir jedes feste a € X ist die durch #,(x¥) = x + a [x € X] definierte Abbildung{,: X - X
ein Homdomorphismus. Damit hat (X, ¥) die in den Voraussetzungen geforderten
Eigenschaften. Fiir », y € X gilt jedoch x em genau dann, wenn x < y ist, womit
gezeigt ist, dass x € {y} die Beziehung y e@ nicht impliziert. Th. Rychener, Bern

Eine weitere Losung sandte A. Bager (Hjgrring, Ddnemark).

Neue Aufgaben

Die Losungen sind getrennt nach den einzelnen Aufgaben erbeten bis 10.Mai
1972, wenn moglich in Maschinenschrift. Dagegen ist die Einsendung von Lésungen
zu den mit Problem ...A, B bezeichneten Aufgaben an keinen Termin gebunden.

Aufgabe 654. Man beweise die Richtigkeit der Beziehung

D=1kt =al 3 ki ok, (B €N)
k=1

1<k <. <ky<n

firn=1,2,3,...undr=0, 1, 2,... (fiir » = 0 habe die rechts stehende Summe den

Wert 1). O. Reutter, Ochsenhausen
Aufgabe 655. Man setze (}) =mn, und ny +n4+ng+ ... = a,, n,+ 75+
Mg+ ...=0b,, Mg+ Mg+ Mg+ ... =¢C,, Mg+ Mg+ 0y + ... =d, Nun beweise man

aZ + b2 4 2 + d% = 471 4 21 fiir jede natiirliche Zahl n. 1. Paasche, Miinchen

Aufgabe 656. Es bezeichnen # eine natiirliche Zahl > 2und «,, ..., , reelle Zah-
len. Man beweise: Ist 4, (o, ..., &,) = (a;) die nX n-Matrix mit a; = sin (.4, —
Emingi,iy) (8 B=1,..., 1), sogilt

DetA, (o, ..., a,) = (— 1)1 2#-2 [T sin (ot;+; — ;) ,

i=1

wobei &,y = oy + 7. W. Fischer, Bielefeld

Aufgabe 657. Es seien my4, mp, mc¢ > 0 die Massen dreier nichtkollinearer
Massenpunkte 4, B, C in der Ebene E. Wie liegen 4, B, C in E und in welchem Ver-
hiltnis stehen m 4, mg, mc zueinander, wenn der Schwerpunkt von 4, B, C

a) im Umkreismittelpunkt U, b) im Hohenschnittpunkt H,
c) im Inkreismittelpunkt I des Dreiecks 4 BC liegt ? R. Rose, Biel
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