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Zum axiomatischen Aufbau der Mechanik

1. Einleitung. Die meisten Lehrbiicher der klassischen Mechanik schreiten von der
Statik zur Dynamik (Kinematik und Kinetik) und vom Massenpunkt {iber den starren
zum deformierbaren Kérper fort. Das hat den Vorzug, dass man von einfachen zu
komplizierteren Situationen aufsteigt. Axiomatisch schafft aber dieses Vorgehen
insofern ein betrdchtliches Durcheinander, als manches Axiom eingefiihrt werden
muss, das sich spiter als Spezialfall eines allgemeineren Prinzips herausstellt. Zudem
ist der Schritt vom Massenpunkt zum Kontinuum unter dem Bild des Punkthaufens
unbefriedigend und mit Recht von zahlreichen Autoren beanstandet worden.

Diese Nachteile lassen sich dadurch vermeiden, dass man die Mechanik vom
Impuls- und Drallsatz fiir das Kontinuum her entwickelt, wobei sich einerseits die
Statik und andererseits der starre Korper sowie der Massenpunkt als Sonderfille
ergeben. Es erscheint aber als fraglich, ob dieses Vorgehen didaktisch befriedigt, und
der Verfasser hat daher bei der Uberarbeitung seines Lehrbuches!) nach einem
anderen Weg gesucht, der hier in seinen Hauptziigen beschrieben werden soll:

Es wird mit der Kinematik begonnen, die sich aus geometrischen Vorstellungen
herleiten ldasst und zunichst fiir Massenpunkte, starre Korper und Systeme von
solchen entwickelt wird. Nach Einfithrung des Kraftbegriffs kann sodann die Leistung
definiert werden, und damit besteht die Moglichkeit, die Statik starrer Kérper und
Systeme aus dem Prinzip der virtuellen Leistungen und einem verallgemeinerten
Reaktionsprinzip aufzubauen. Der Ubergang zum deformierbaren Kérper (Festig-
keitslehre) 14sst sich ohne weiteres vollziehen, und mit der Erweiterung des Prinzips
der virtuellen Leistungen durch Hinzunahme der Trigheitskrifte ist auch das
Fundament fiir die Kinetik gelegt.

Im Vergleich zum iiblichen Vorgehen weist das hier vorgeschlagene den Vorzug
einer erheblichen Straffung auf, ohne indessen auf die Vorteile des Aufstiegs vom
Einfachen zum Komplizierteren zu verzichten. Freilich wird dabei anldsslich der Ein-
fithrung der Grundbegriffe auf axiomatische Feinheiten verzichtet, und zudem wird
den erstrebten Vorteilen die auf diesem Gebiet so persistente historische Chronologie
geopfert. Ob sich das Verfahren didaktisch bewdhren wird, bleibt abzuwarten; die
bisherigen Erfahrungen sind durchaus ermutigend.

Es ist klar, dass mit diesem Vorgehen in der Sache nichts grundsitzlich Neues
erhalten wird. Ich glaube aber, dass sich so der eine oder andere Begriff schirfer als

1) Vorlesungen iiber Mechanik, Birkhiuser, Basel und Stuttgart 1970.



26 H. Z1eGLER: Zum axiomatischen Aufbau der Mechanik

iiblich fassen ldsst und dass sich vor allem gewisse Fragen abkldren, die gelegentlich
nicht nur dem Anfinger Schwierigkeiten bereiten.

2. Kinematik. In einem gegebenen Bezugssystem ist die Lage eines beliebigen
Korpers durch die Fahrstrahlen r aller ihm angehérenden Punkte bestimmt. Unter
seinem Bewegungszustand zur Zeit ¢t kann man die Gesamtheit aller Geschwindigkeits-
vektoren v = r verstehen, und die Bewegung wird schliesslich durch Angabe der Fahr-
strahlen als Funktionen r(¢) der Zeit beschrieben.

Im Falle des Massenpunktes geniigt zur Angabe von Lage und Bewegungszustand
ein einziger Fahrstrahl samt seiner zeitlichen Ableitung, und im Falle des starren
Korpers wird der Bewegungszustand durch die Kinemate vy, @ im Ausgangspunkt O
der Fahrstrahlen r bestimmt. Aus ihr ergeben sich die Geschwindigkeiten der einzelnen
Punkte zu

V=v,+WOXT, (2.1)

und zwar stellt (2.1) das allgemeinste Geschwindigkeitsfeld dar, welches der Bedingung
der Starrheit

_____ (ry—1)2=2(ry— 1)) (Wg—v;) =0 (2.2)

und damit dem Satz iiber die projizierten Geschwindigkeiten gentigt.

Unter einem zuldssigen soll ein solcher Bewegungszustand verstanden werden, der
allen Bindungen des betrachteten Korpers geniigt, unter einem virtuellen Bewegungs-
zustand ein fiktiver, der vom wirklichen Bewegungszustand des Koérpers unabhingig
ist. So beschreibt z. B. (2.1) den allgemeinsten (wirklichen oder virtuellen) Bewegungs-
zustand des freien starren und gleichzeitig einen speziellen Bewegungszustand des
freien deformierbaren Korpers.

Schliesslich wird die Leistung L einer Kraft K als Skalarprodukt

L=Kv (2.3)

aus dem Kraftvektor mit der Geschwindigkeit v des Angriffspunktes definiert, die
Leistung einer Kriftegruppe als Summe der Leistungen der Einzelkrifte.

3. Prinzipien. Man kann die Mechanik im wesentlichen aus zwei Axiomen ent-
wickeln. Als erstes sei das Prinzip der virtuellen Leistungen in der folgenden Gestalt
formuliert:

1. Zwei Kriftegruppen sind an einem gegebenen Korper dquivalent, wenn ihre
virtuelle Leistung unter allen zulidssigen virtuellen Bewegungszustdnden dieselbe ist.

2. Insbesondere ist eine Kriftegruppe an einem gegebenen Koérper im Gleichgewicht,
wenn sie dquivalent null ist, d.h. wenn ihre virtuelle Leistung fiir jeden zuldssigen
virtuellen Bewegungszustand verschwindet.

3. Am ruhenden Korper ist die Gesamtheit aller Krifte im Gleichgewicht.

Die ersten beiden Aussagen definieren die Aquivalenz und das Gleichgewicht von
Kriftegruppen, und zwar in Abweichung vom iiblichen Vorgehen unter Bezug auf den
Korper, an dem sie angreifen. Das driangt sich deshalb auf, weil ein gegebener virtueller
Bewegungszustand fiir einen bestimmten Korper zuldssig sein mag, fiir einen anderen
aber nicht. So sind zum Beispiel fiir den starren Kérper nur Bewegungszustinde der
Form (2.1) zuléssig.
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Die erste Aussage des Prinzips liefert im Verein mit dem Satz von den projizierten
Geschwindigkeiten fiir den starren Korper die Verschiebbarkeit einer Kraft lings
ihrer Wirkungslinie, und aus der zweiten folgt — ebenfalls fiir den starren Korper — das
Gleichgewicht zweier entgegengesetzt gleicher Krifte mit gemeinsamer Wirkungs-
linie. Dass am deformierbaren Koérper die Kraft nach der ersten Aussage nicht ver-
schiebbar ist, entspricht den iiblichen Vorstellungen. Dass hier zwei entgegengesetzt
gleiche Krifte mit gemeinsamer Wirkungslinie nicht im Gleichgewicht sind, mag
ungewohnt klingen, folgt aber aus der in der zweiten Aussage enthaltenen Definition
des Gleichgewichts und ist im Einklang mit der Tatsache, dass zwei solche Krifte den
Korper deformieren. Man kann iibrigens den Anschluss an die iibliche Ausdrucksweise
mit der Prizisierung herstellen, dass zwei solche Kréfte den Gleichgewichtsbedingun-
gen des starren Korpers geniigen, d. h. unter starren Bewegungszustinden die virtuelle
Gesamtleistung null ergeben.

Die dritte Aussage des Prinzips der virtuellen Leistungen bildet die Grundlage der
Behandlung ruhender Koérper. Insofern ist sie speziell und bedarf fiir die Behandlung
bewegter Korper der Ergdnzung. Sie gilt aber nicht in jedem Bezugssystem und dient
damit insbesondere zur Definition der Inertialsysteme.

Als zweites fundamentales Axiom der Mechanik kann das Reaktionsprinzip in der
folgenden Gestalt formuliert werden:

1. Ubt ein Kérper an einem zweiten Krifte aus (Actio), dann auch der zweite am
ersten (Reactio).

2. Actio and Reactio geniigen zusammen den Gleichgewichtsbedingungen des
starren Korpers, d.h. ihre virtuelle Gesamtleistung unter starren Bewegungszu-
stinden des beide Koérper umfassenden Systems ist null.

Die hier gegebene Formulierung unterscheidet sich von der iiblichen .durch
grossere Allgemeinheit. Fiir Einzelkrdfte (zwischen Massenpunkten) reduziert sich
das Prinzip auf die iibliche Gestalt; in der allgemeineren Form gilt es aber beispiels-
weise auch fiir Kraftepaare oder fiir kontinuierliche Krifteverteilungen.

4. Statik. Aus den beiden ersten Aussagen des Prinzips der virtuellen Leistungen
kann man zunichst zwei allgemeine Sitze herleiten. Ist von zwei Kraftegruppen jede
mit derselben dritten im Gleichgewicht, dann gilt fiir beliebige zuldssige virtuelle
Bewegungszustinde L, + Ly = 0 sowie L, + Ly = 0 und daher L, = L,; die beiden
Kriftegruppen sind also 4quivalent. Ebenso einfach zeigt man, dass zwei d4quivalente
Kriftegruppen dquivalent bleiben, wenn man der einen beliebige Krifte wegnimmt
und sie der anderen mit umgekehrter Richtung zufiigt.

Sodann folgt ohne weiteres das Parallelogrammprinzip fiir Krifte mit gemein-
samem Angriffspunkt. Mit ihm und den bereits in Abschnitt 3 fiir starre Korper als
giiltig erkannten Sidtzen von der Verschiebbarkeit einer Kraft lings ihrer Wirkungs-
linie und vom Gleichgewicht zweier entgegengesetzt gleicher kollinearer Krifte ver-
fiigt man iiber die Grundlagen, aus denen man, mit der Reduktion und dem Gleich-
gewicht von zwei und drei Kriften beginnend, die Statik des starren Koérpers zu ent-
wickeln pflegt. Man kann aber die Resultate, die sich auf diese Weise eines aus dem
anderen ergeben, auch direkt — und meist mit weniger Miihe — aus dem Prinzip der
virtuellen Leistungen gewinnen.
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Sind zum Beispiel K und — K die beiden Krifte eines Paares, deren Angriffs-
punkte von O aus die Fahrstrahlen r, bzw. r; haben, so ist ihre virtuelle Gesamt-
leistung unter dem Bewegungszustand (2.1)

L=Kv,— Kv,=K[wx(r,—nr)]=(rxK)w, (4.1)

wenn r, — r; = r gesetzt wird. Damit ist aber nachgewiesen, dass das Kriftepaar am
starren Korper durch sein Moment

M=rxK (4.2)
vollig bestimmt und dass seine Leistung durch
L=Muw (4.3)

gegeben ist. Von hier aus zeigt man ebenso einfach, dass am freien starren Korper ein
Kriftepaar sich weder auf eine Einzelkraft reduzieren lisst noch mit einer solchen
im Gleichgewicht ist.

Ist schliesslich K, K,, ..., K, eine beliebige Krdftegruppe, und sind r, 75, ..., 1,
die auf O bezogenen Fahrstrahlen ihrer Angriffspunkte, so ist die Gesamtleistung
unter dem Bewegungszustand (2.1) durch

L:Z;’K,.vi:lznx,.vﬁlf& (@ x t,) (4.4)

gegeben. Man kann hiefiir auch

L = (2:‘ K,.) v, + (é‘ri X K,-) w (4.5)

schreiben und hat damit nachgewiesen, dass sich die Kriftegruppe am starren Korper
auf eine Dyrname R, M, mit der Einzelkraft

R = i‘ K, (4.6)
1
und einem Kriftepaar mit dem Moment
Mozf r,x K; (4.7)
reduzieren ldsst. 1

5. Ruhende Koérper. Fiir die Anwendung der beiden in Abschnitt 3 formulierten
Grundprinzipien sowie der aus ihnen gewonnenen Sitze muss zwischen verschiedenen
Arten von Kriften unterschieden werden. Dabei wird ein erstes Kriterium durch das
Reaktionsprinzip geliefert, ein zweites durch die Bestimmungsstiicke der Kraft.

Eine Kraft soll fiir einen gegebenen Korper, an dem sie angreift, eine innere oder
dussere Kraft heissen, je nachdem ihre Reaktion am Korper selbst oder ausserhalb
desselben angreift. Im Hinblick auf diese Unterscheidung ist es noétig, den zu be-
handelnden Korper genau abzugrenzen. ~

Ferner soll eine Kraft, die — etwa als Funktion der Lage des Korpers, an dem sie
angreift (und bei bewegtem Korper allenfalls auch im Abhingigkeit seines Be-
wegungszustandes und der Zeit) — im vornherein gegeben ist, als Last (eingeprigte
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Kraft) bezeichnet werden. Unter einer Lagerkraft (Reaktion) soll umgekehrt eine
Kraft verstanden werden, welche a priori hochstens teilweise bekannt ist und erst mit
Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen (bzw. der Bewegungsgleichungen) voéllig
bestimmt wird.

In der Statik geht es meist darum, von den an einem ruhenden Korper angreifen-
den Lasten auf die dusseren Lagerkrifte (und allenfalls auf die Ruhelage des Korpers)
zu schliessen. Falls er nicht frei ist, kann man ihn zu diesem Zweck befreien, d. h. unter
Einfithrung aller dusseren Lagerkrifte aus seinem Verband herauslésen und ihn als-
dann als starren Koérper bewegen. Nach der dritten Aussage des Prinzips der virtuellen
Leistungen sind am befreiten Korper alle inneren und dusseren Krifte im Gleich-
gewicht. Nach dem Reaktionsprinzip sind aber am starren Korper die inneren Krifte
fiir sich im Gleichgewicht, mithin auch die dusseren. Damit ist das Erstarrungsprinzip
bewiesen, wonach am ruhenden Korper die dusseren Krifte A, fiir sich den Gleich-
gewichtsbedingungen des starren Koérpers, nach (4.6) und (4.7) also den Forderungen

fA,.:o, i‘rix A, =0 (5.1)
1 1

geniigen.

Das Erstarrungsprinzip reicht zuweilen nicht aus, um alle dusseren Krifte zu
bestimmen. In solchen Fillen, aber auch dann, wenn man sich auch fiir die inneren
Krifte interessiert, macht man von der Mdglichkeit Gebrauch, den betrachteten
Korper beliebig zu unterteilen und das Erstarrungsprinzip auf die einzelnen Teile
anzuwenden.

Man kann sich aber umgekehrt bei der Formulierung des Prinzips der virtuellen
Leistungen auf Bewegungszustinde beschrinken, welche ohne Befreiung des Korpers
zuldssig sind. Das empfiehlt sich dann, wenn die Lagerkréfte (etwa weil sie reibungs-
frei sind) erstens unter solchen Bewegungszustdnden keine Arbeit leisten und zweitens
nicht interessieren. Sie treten dann nidmlich nicht als Unbekannte auf, und die Zahl
der Gleichgewichtsbedingungen reduziert sich entsprechend. Bei diesem Vorgehen
ist auf zweierlei zu achten:

Erstens bedient man sich bei der Formulierung des Prinzips der virtuellen
Leistungen zwar fiktiver Bewegungszustdnde; die Krifte miissen aber, sofern sie von
der Bewegung abhingen, mit ihren wirklichen Werten und nicht mit denjenigen ein-
gesetzt werden, welche sie bei der virtuellen Bewegung hitten.

Zweitens hat die in der zweiten Aussage des Prinzips enthaltene Definition des
Gleichgewichts auch hier ihre Konsequenzen fiir die Formulierung. Es sei zum
Beispiel ein beliebig belastetes und an zwei Stellen verschieblich gelagertes ruhendes
Fachwerk gegeben. Am &usserlich befreiten Fachwerk ist die Gesamtleistung der
Lasten und dusseren Lagerkrifte null; diese Krifte sind also am starren, befreiten
Fachwerk zusammen im Gleichgewicht. Andererseits ist die Leistung der Lasten allein
schon null, falls das Fachwerk in seinen reibungsfreien Lagern verschoben wird; fiir
das nichtbefreite Fachwerk sind also bereits die Lasten im Gleichgewicht.

6. Diskussion der inneren Krifte. Die Einteilung der Krifte in dussere und innere
wird durch die Abgrenzung des Kérpers bestimmt. Trotzdem ist bei der Einfithrung
der inneren Krifte eine gewisse Vorsicht am Platz.
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So greifen zum Beispiel am idealen Fachwerk die dusseren Krifte an den Knoten
an und sind hier im Falle der Ruhe mit den von den Stdben herrithrenden Knoten-
kriften im Gleichgewicht. Man kann die Stibe als blosse Ubertragungsorgane fiir die
Knotenkrifte auffassen und sich auch wegdenken, sofern man sie durch die Knoten-
krifte ersetzt. In diesem Sinne sind die Knotenkrifte (und nicht die Stabkrifte) die
fiir das ganze Fachwerk inneren Krifte. In der Tat ist wegen des Gleichgewichts an
allen Knoten bei einer (mit der Wegnahme der Stibe zulissig gewordenen) Deforma-
tion des Fachwerks die virtuelle Gesamtleistung der dusseren und der Knotenkrifte
null.

Man kann aber das Fachwerk auch als Gesamtheit von Knoten und (diesmal nicht
entfernten, aber zweckmaissig als dehnbar angenommenen) Stdben betrachten. Fiir
den einzelnen Stab sind dann die an seinen Enden angreifenden Stabkrifte die
dusseren Krifte, und fiir die inneren ergibt sich eine dhnliche Situation wie oben am
ganzen Fachwerk: Zerlegt man den Stab durch achsennormale Schnitte in Elemente,
so sind in den Trennflichen die Normalkrifte anzubringen. Nun sind aber (weil die
Elemente deformierbar sind, aber auch deshalb, weil die Endkrifte im Ausdruck fiir
die virtuelle Leistung nicht gleichzeitig als dussere und innere Krifte vorkommen
diirfen) nicht die an den einzelnen Elementen angreifenden Normalkrifte mit den
beiden Stabkriften im Gleichgewicht, sondern ihre Reaktionen, d.h. die negativen
Normalkrifte, von denen man sich vorstellen mag, dass sie an den materiellen Trenn-
flichen zwischen je zwei Elementen angreifen. Die Elemente erscheinen so (wie oben
die ganzen Stidbe) nur als Ubertragungsorgane fiir die (den Knotenkriften ent-
sprechenden) negativen Normalkrifte, und wegen des Gleichgewichts an jeder Trenn-
stelle einschliesslich der Stabenden ist in der Tat die virtuelle Gesamtleistung der
Stab- und der negativen Normalkrifte bei jeder Lingendnderung des Stabes null.
Zum ganzen Fachwerk zuriickkehrend stellt man schliesslich fest, dass fiir dieses die
Knoten-, die Stab- und die negativen Normalkrifte zusammen die inneren Krifte
darstellen.

Von hier aus ist der Schritt zum Kontinuum leicht zu vollziehen. Hier sind (in
tensorieller Schreibweise) die dusseren Krifte die (mit dem Spannungstensor ¢;; und
dem vektoriellen Oberflichenelement »; d4 gebildeten) Oberflichenkrifte und die
(mit der spezifischen Massenkraft %, und dem Massenelement dm = g 4V gebildeten)
Raumkrifte g k; dV. Die inneren Krifte werden nicht durch die an den Raum-
elementen angreifenden Spannungen dargestellt, sondern durch ihre Reaktionen, d.h.
die negativen Spannungen, von denen man sich wieder vorstellen kann, dass sie am
Flichengitter angreifen, welches die Elemente voneinander trennt. Damit erklért sich
der unter dem (virtuellen) Geschwindigkeitsfeld »; (mit der Verformungsgeschwindig-
keit d;;) giiltige Ausdruck

L=/o,.,.v,.v,.dA+fgk,.vidv_fa,.jd,.jdv (6.1)

fiir die Gesamtleistung, in dem das dritte Integral unter Einschluss des negativen Vor-
zeichens die Leistung der inneren Krifte darstellt.

7. Kinetik. Der Ubergang zum bewegten Korper wird durch Hinzunahme der mit
den wirklichen Beschleunigungen a = ¥ gebildeten Trigheitskrifte

AT = —Fdm=— g7 dV (7.1)
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vollzogen, d.h. dadurch, dass man die dritte Aussage des Prinzips der virtuellen
Leistungen durch die folgende ersetzt bzw. erginzt: .

4. Am bewegten Korper ist die Gesamtheit aller wirklichen und aller Trigheits-
krifte jederzeit im Gleichgewicht.

Die bekannten Bewegungssitze werden jetzt dadurch erhalten, dass man die
wirkliche Bewegung zu einer beliebigen Zeit durch einen zulissigen virtuellen Be-
wegungszustand ersetzt und die virtuelle Gesamtleistung der wirklichen und der
Tréagheitskrifte nullsetzt.

Denkt man sich dabei die dusseren Bindungen entfernt, so kann der virtuelle als
starrer Bewegungszustand angesetzt werden. Nach dem Reaktionsprinzip ist dann die
virtuelle Leistung der inneren Krifte null, und die Gesamtleistung der dusseren und
der Tragheitskrifte stellt sich nach (2.1) in der Form

L:($Ai—/fdm)vo+(‘f:r,.xAi——'/‘rxi‘dm)w:O (7.2)

dar, wobei v, und w die Bestimmungsstiicke des virtuellen Bewegungszustandes sind.
Da (7.2) fiir beliebige v, und @ erfiillt sein muss und sich die Integrale als zeitliche
Ableitungen von Impuls

B - / ; dm (7.3)
und Drall
Dozfrxi'dm (7.4)
beziiglich O interpretieren lassen, erhdlt man mit
B=)'A, und D,=}'r;x A, (7.5)
1 1

den Impuls- und den Drallsatz fiir den betrachteten Korper. Die rechten Seiten ent-
halten nur die fiir den ganzen Korper dusseren Krifte (einschliesslich aller dusseren
Lagerkrifte, die ja bei der Befreiung eingefithrt werden miissen). Im Falle des
Massenpunktes geht der Impulssatz in das Newfonsche Bewegungsgesetz iiber.

Man kann sich bei der Formulierung des Prinzips der virtuellen Leistungen auch
auf diejenigen Bewegungszustinde beschrianken, welche ohne Befreiung zuldssig sind.
Auf diese Weise gewinnt man die Lagrangeschen Gleichungen. 1dentifiziert man den
virtuellen Bewegungszustand insbesondere mit dem zur Zeit ¢ wirklich vorhandenen,
so kommt

ZK,.'r,._fﬁdmz-_o, (7.6)
1

wobei jetzt die K, die dusseren und inneren Krifte verkorpern, soweit diese bei der
wirklichen Bewegung Arbeit leisten. Da sich das Integral als zeitliche Ableitung der
Bewegungsenergie

T= / 7 dm (7.7)
interpretieren lisst, geht (7.6) schliesslich in den Ewnergiesatz
T=1L (7.8)

iiber, in dem L die wirkliche Leistung aller dusseren und inneren Krifte darstellt.
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Alle diese Beziehungen gelten in Inertialsystemen. Ihre Ubertragung auf andere
Bezugssysteme erfolgt in der bekannten Weise durch Hinzunahme der Zusatzkrifte
der Relativbewegung.

8. Schiussbemerkungen. Aus den letzten Abschnitten ergibt sich, dass es tatsichlich
moglich ist, die klassische Mechanik aus zwei Grundprinzipien, nimlich dem Prinzip
der virtuellen Leistungen und dem Reaktionsprinzip, zu entwickeln. Neu ist dabei nur
die Art, wie diese Prinzipien formuliert werden, und ungewohnt vor allem die in
Abschnitt 3 gegebene Fassung des Aquivalenzbegriffs.

Ublicherweise werden zwei Kriftegruppen als dquivalent bezeichnet, wenn die
iiber sie erstreckten Summen (4.6) und (4.7) verschwinden, und zwar auch dann,
wenn sich der betrachtete Korper unter den beiden Kriftegruppen verschieden ver-
hilt. Hier wird dagegen das Verhalten des Korpers in den Vordergrund gestellt und
zum Kriterium fiir die Aquivalenz gemacht.

Auch nach der landldufigen Form des Prinzips ist die virtuelle Gesamtleistung aller
an einem beliebigen Korper angreifenden wirklichen und Trigheitskrifte in jedem
Augenblick null. Es ist aber offenbar sinnvoll, zwei Kriftegruppen, unter denen sich
ein bestimmter Korper ceteris paribus gleich bewegt, als dquivalent zu bezeichnen.
Dazu geniigt das Verschwinden der Summen (4.6) und (4.7) keineswegs; vielmehr
miissen die virtuellen Leistungen jeder der beiden Kriftegruppen zusammen mit
derjenigen der gleichen Trigheitskrifte unter jedem zuldssigen Bewegungszustand
null ergeben, und das trifft dann und nur dann zu, wenn die virtuellen Leistungen der
beiden Kriftegruppen unter beliebigen zuldssigen Bewegungszustinden gleich sind.
Genau das ist aber die in der ersten Aussage von Abschnitt 3 enthaltene Definition der
Aquivalenz, aus der sich zwangsldufig auch diejenige des Gleichgewichts ergibt.

Hans ZieGLER, ETH Ziirich

Die projektiven Abbildungen auf einer Geraden

Die Menge aller eindimensionalen Unterrdume eines (»# + 1)-dimensionalen
Vektorraumes B heisst n-dimensionaler projektiver Raum, seine Elemente heissen
Punkte?). Insbesondere bilden die eindimensionalen Unterrdume eines zweidimen-
sionalen Vektorraumes eine projektive Gerade. Eine lineare Abbildung des Vektor-
raumes B auf sich induziert eine projektive Abbildung des von B erzeugten pro-
jektiven Raumes auf sich. Diese projektiven Abbildungen bilden selbst wieder einen
projektiven Raum, und zwar der Dimension # (n + 2).

Es ist reizvoll, diesen Raum fiir den Fall » = 1, d.h. den Raum P der Projektivi-
titen P auf einer Geraden ® zu betrachten. Er besitzt die anschauliche Dimension
drei.

1) Vgl. dazu etwa W. KLINGENBERG, Lineare Algebra und Analytische Geometrie, Universitdt Mainz
1966, p. 299ff.
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