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Die algebraische Deutung der Hilbert’schen geometrischen
Konstruktionen mittels Lineals und Eichmasses

Im siebten Kapitel seiner «Grundlagen der Geometrie» analysiert HILBERT die
ebenen geometrischen Konstruktionen, welche auf den Axiomen der Gruppen I-IV
seines Systems beruhen. Nach Korrektur eines in diesem Kapitel auftretenden
Fehlers soll hier eine Verbesserung des Satzes 65 gegeben werden, die sich auf die
Resultate eines Teiles meiner Dissertation [4] stiitzt. Die hier zu gebende Korrektur
bezieht sich besonders auf die in Satz 65 genannte Anzahl der Lisungen.

Auch sonst kann man an jenem Satz Kritik tiben. Eine Definition einer geometri-
schen Konstruktionsaufgabe, sowie die einer Losung einer solchen Aufgabe, fehlt;
vermutlich identifiziert Hilbert die Losungen mit den «gesuchten Punkten»; man
muss aus dem Text schliessen, dass Hilbert etwaige Anordnungsbeziehungen in der
Aufgabe ausser Betracht lisst; schliesslich scheint Hilbert nur den Fall im Auge zu
haben, wo im allgemeinen alle gesuchten Punkte zueinander konjugiert sind (im alge-
braischen Sinn), wobei bei spezieller Wahl der Parameter die Anzahl der Wurzel-
zeichen sich reduzieren kann, aber die Anzahl der « Losungen» nicht.

Wir wollen hier zeigen, dass es ein Irrtum ist, das algebraische und das geometrische
Konjugiertsein zu identifizieren; das letzte umfasst namlich das erste.

Die Hilbertschen aktiven Konstruktionsoperationen sind:

1. L,, die die Gerade [:= L,(a, b) durch zwei konstruierte Punkte a und b erzeugt,
P,, die den Schnittpunkt p:= P,(a, b) zweier konstruierten nicht-parallelen
Geraden a und b erzeugt;

2. die Operz;tion des Abtragens einer Strecke, die in vier Elementaroperationen C,
P,, S, und S, geteilt ausgefiithrt wird (§; und 8, sind Selektionsoperationen):
C, die den Kreis a:= C(a, p ¢) mit einem konstruierten Punkt a als Mittelpunkt
und der Linge p ¢ einer von zwei konstruierten Punkten p und ¢ markierten
Strecke als Radius erzeugt,

P,, die das Schnittpunktepaar b, & b,:= P,(«, ) eines konstruierten Kreises a

und einer konstruierten Gerade a4 durch den Kreismittelpunkt erzeugt,

S,, die nach beliebiger Wahl ein Element x aus einem konstruierten Elemente-

paar x; & x, anweist,

S,, die aus einem konstruierten Elementepaar x, & x, dasjenige Element x

anweist, das eine vorgeschriebene Relation mit schon zuvor konstruierten

Elementen befriedigt.
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Bemerkungen

1. Die gegebenen Elemente einer Figur werden als konstruiert betrachtet.

2. Mit dem Symbol & sei gemeint: die Punkte b, & b, werden als ein Paar produ-
ziert; vielleicht konnen sie nachher in Bezug auf schon zuvor konstruierte Elemente
unterschieden werden, entweder mittels 0-Entscheidungsoperationen oder mittels
Z - Entscheidungsoperationen. (0-Relationen sind jene Relationen, die sich algebraisch
durch Gleichungen darstellen lassen, wie Inzidenz, Parallelismus, usw., Z -Relationen
sind jene, die sich durch Gleichungen und Ungleichungen aber nicht nur durch Gleich-
ungen darstellen lassen. Eine 0-Entscheidungsoperation stellt fest, ob gewisse kon-
struierte Elemente eine gewisse 0-Relation befriedigen; analog fiir eine Z-Ent-
scheidungsoperation.)

3. Auf Anordnungsbeziehungen wird verzichtet werden. So ist mit einem Auto-
morphismus einer Figur F eine alle 0-Relationen invariant lassende 1-1-Abbildung
F > F gemeint.

4. Vom Standpunkt der Menge von konstruierten Punkten ist P, zweiwertig. Im
allgemeinen veranlasst die Anwendung einer Operation P, eine Fortsetzung des
Konstruktionsprozesses in zwei Richtungen; daher wird P, eine Gabelungsoperation
genannt.

5. Anstatt der Operation C geniigt, wie bekannt, die Operation C’, die den Kreis
y:= C’(a, 1) mit einem konstruierten Punkt a als Mittelpunkt und der Linge 1 einer
von zwei konstruierten Punkten markierten Einheitsstiecke als Radius erzeugt.
Hierauf griinden sich die Hilbertschen Konstruktionen mit dem Eichmass, und die
Operation C’ wird bei den folgenden Betrachtungen angewendet.

Es sei jetzt B eine Menge von gegebenen Punkten, mit passenden rechtwinkligen
Koordinaten: B = {2(0, 0), e(1, 0), p (), B)) | A€ A}, A irgend eine Indizenmenge.
Ist P der Korper II(«,, B, | A € A), der aus dem rationalen Kérper /I nach Adjunktion
aller a; und B, entsteht, dannist Pinvariant gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen,
unter der Voraussetzung, dass die Bildpunkte von (0, 0) und (1, 0) abermals Punkte aus
B sind. (Man bemerke die Asymmetrie des Koordinatensystems hinsichtlich der
Menge B, eine dhnliche Asymmetrie wie in der komplexen Ebene zwischen der
imagindren und der reellen Achse.) Es sei zunidchst A = Il(a, | A€ A), also P =

A(Br| A€ A).

Definition. Ein Element o € P heisse gerade (ungerade) in den f8,, wenn « eine ge-
rade (ungerade) Funktion aller 8, zusammen ist, mit Koeffizienten in 4.

Definition. Die folgenden mit B verbundenen Mengen werden definiert:

1. Das P-Feld auf B, oder kurz das P-Feld:
Punkt p(&, n) € P-Feld <=> §,9e P,
Gerade a (y = ¢, ¥ + @) € P-Feld <=>¢,,0;€ P,
Gerade a (x = o) € P-Feld <=>0€ P,
Kreisy (x* + y* + y, £ + p3 ¥ + y3 = 0) € P-Feld <=} p;, 73, ys € P;
2. falls 12;1 B3 > 0: das P-Halbfeld iiber A auf B, oder kurz das P-Halbfeld iiber A,
€

ist die Teilmenge des P-Feldes bestehend aus
den Punkten p(£, ) mit & gerade und 7 ungerade in den §,,
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den Geraden a (y = g, ¥ + g,) mit g, und g, ungerade in den §,,
den Geraden a (¥ = o) mit ¢ gerade in den §,,
den Kreisen y mit y,, y; gerade und y, ungerade in den §,;

3. falls ;‘\; B3 =0: das P(0)-Halbfeld tiber P auf B, ode1 kurz das P(0)-Halbfeld iiber P,
€

ist die Teilmenge des P-Feldes bestehend aus den Punkten p(§, 0), den Geraden
a (x = o), der Geraden x (y = 0), und den Kreisen y (% 4 y% + y; ¥ + y5 = 0), mit
£, 0,71, ys€ P.

Im folgenden wird immer nur der Fall 2 betrachtet; die folgenden Sitze sind
jedoch ebenfalls auf den Fall 3 anwendbar.

Es ist klar, dass das P-Halbfeld iiber 4 dann und nur dann mit dem P-Feld
zusammenfillt, wenn jedes a € P sowohl gerade wie auch ungerade in den f, ist,
d.h. wenn eine algebraische Beziehung ¢’(f,) = ¢"(8,) = 0 (mit Koeffizienten aus A)
zwischen den f, besteht, ¢’ gerade und ¢" ungerade in den §,, d.h. wenn 1€ P
ungerade in den g, ist. Diese Bedingungen sind dann und nur dann erfiillt, wenn
das P-Halbfeld iiber 4 ein Quadrat enthilt.

Lemma. Die Mengen P-Feld auf B und P-Halbfeld tiber A4 auf B sind nicht nur
unabhidngig vom gewidhlten Koordinatensystem, aber auch invariant gegeniiber
Ahnlichkeitstransformation, wenn nur die neuen Punkte (0, 0) und (1, 0) dem P-Feld,
bzw. dem P-Halbfeld tiber 4, angehéren.

Fiir das P-Feld ist die Behauptung trivial; die zum Beweis im Fall eines P-Halb-
feldes notwendigen Berechnungen werden dem Leser iiberlassen.

Wir nennen jetzt B die Basis des P-Feldes (P-Halbfeldes iiber A) auf B.

Fiir die aktiven Operationen L,, P,, C’, C und P, gelten die Sdtze 1, 2 und 3.

Satz 1. Sowohl ein P-Feld wie auch ein P-Halbfeld tiber 4 ist konstruktiv abge-
schlossen unter den Operationen L,, P,, C (also auch C).
Der Beweis folgt aus Berechnung.

Erkldrung. In den Sétzen 2 und 3 beniitzen wir die folgenden Begriffe. Es sei a ein
Punkt und 4 eine Gerade (a2 und « inzident) eines P-Feldes oder P-Halbfeldes iiber
A4,7Z; die Anwendung der Operationen C’, P,, S; und S, ergebe:

b, & by:= Py(a, a); byi= Sy(by & by); by:= Sy(by & by | by + by) .

Sodann hat man: b, € Z (=) b, € Z. Wenn nun b, ¢ Z, so gestalten wir die neue Basis
B*:= B {b,}, wodurch auch die Koordinatenmengen {a, | A€ A} und {§, | A€ 4}
erweitert werden, sagen wir zu {«, | A € A*} und {8, | A € A*}. Die zugehdorigen mit P
und A korrespondierenden Kérper bei B* werden P* und 4* genannt.

Satz 2. Es sei Z das P-Feld auf einer Basis B; ist die Gleichung vona : x =g, so
sind b, und b, wieder Punkte aus Z. Ist die Gleichung von a:y = g, ¥ + g, so ist
entweder b, € Z oder b, ¢ Z; im letzten Fall gibt die Anwendung von P, auf C’(a, 1)
und 2 Anlass zu einer Erweiterung des Kérpers P - P* = P ()1 + 6?), 6 € P, und
damit zu einer Erweiterung 4 > A* = A(y1 + 6?), 6 € P; die erzeugten Punkte b,
und b, sind konjugiert hinsichtlich des P-Feldes Z: man kann sie nicht mittels
0-Relationen beziiglich der Elemente von Z unterscheiden. Die Permutationen von b,
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und &, induzieren Z elementweise festlassende Automorphismen des P*-Feldes auf 3*,
welche 1-1-deutig korrespondieren mit den Automorphismen von P* in Bezug auf P.
Die Automorphismen bilden eine 2-zyklische Gruppe, isomorph der Galois’schen
Gruppe von P* nach P.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser.

Satz 3. Es sei Z das P-Halbfeld iiber 4 auf einer Basis B, das als ungleich dem
P-Feld vorausgesetzt wird; ist die Gleichung von a:x = o, so ist b, ¢ Z, aber b,
gehort dem P-Feld an; man kann die Punkte b, und b, nicht mittels 0-Relationen
beziiglich der Elemente von Z unterscheiden, und 4, und b, sind konjugiert hinsicht-
lich Z. Die Permutationen von b, und b, induzieren Z elementweise festlassende
Automorphismen des P-Feldes, welche eine 2-zyklische Gruppe bilden.

Ist aber die Gleichung von a:y = g, ¥ + g,, so ist entweder b, € Z oder b, ¢ Z;
im letzten Fallist P* abermals eine algebraische Erweiterung von P: P* = P ()1 + 6?),
e P, ¢ A, und A* ist eine algebraische oder transzendente Erweiterung von 4:
A* =A(Y1+ 6%, 0 P, 6 ¢ A. In diesem Fall wird Z zu dem P*-Halbfeld iiber 4*
erweitert; dieses besitzt eine 2-zyklischen Gruppe von Automorphismen, induziert
von den Permutationen von b; und b,, die Z elementweise festlassen. Die Gruppe ist
der Galois’schen Gruppe von P* nach P isomorph.

Bewers. Es sei a(&, 7), & gerade, 1) ungerade in den 8, ; dann ist zundchst a: x = &.
Fiir die Koordinaten der &, & b, findet man: x = &, y = 5 4+ 1. Weil 1 nicht ungerade
in den §, ist, ist b, ¢ Z, aber b, ist Element des P-Feldes auf B. Die Hinzufiigung von
b, zu B ergibt die Erweiterung der Menge {f, | A€ A} mit einem Element # -+ 1,
womit 1 ungerade in den neuen f, geworden ist (mit Koeffizienten in 4). Es sei nun
B* = By {b}; dann ist das P-Halbfeld iiber A auf B* gleich dem P-Feld auf B*.
Um zu zeigen, dass auch jetzt die Permutationen von b, und b, Automorphismen
des P-Feldes induzieren, welche Z elementweise festlassen, bemerken wir Folgendes.

Weil es in P keine algebraische Beziehung gibt, die sich schreiben lasst ¢’ = ¢" + 0,
@’ gerade und ¢" ungerade in den §,, so kann jedes Element ¢ € P eindeutig darge-
stellt werden: ¢ = ¢’ + ¢”, ¢’ gerade und ¢” ungerade in den §,, mit Hilfe der Identitit

EBy) =5 {13/1 ) + F(— ﬂk}+ {F(B)) — F(—Ba}, Aed.

In der Tat gilt diese Identitdt fiir jedes e € P, weil bei geeigneter Darstellung in
keinem der beiden Glieder ein Nenner verschwinden kann. Wir spalten auf diese
Weise die Koordinaten der Punkte und die Gleichungskoeffizienten der Geraden und
Kreise des P-Feldes auf. Dann ist die Abbildung a, definiert durch

p(nl+n;',n2+ng'——>ap( ‘“nls né+7‘g)»
r(y=(i+e)x+o+eo3)>ar(y=(—oi+0)*—0+e),

sx=0d+d")>as(x=0—-0"),
y (2 + v+ ) e+ O+ ye) y+vs s =0)—>

ay (P49 + (i — ) A+ (~ v+ )y +y— 5 =0)



D. KijNE: Die algebraische Deutung der Hilbertschen geometrischen Konstruktionen 5

ein Automorphismus des P-Feldes, wobei das P-Halbfeld iiber 4, Z, elementweise
invariant ist, die Punkte b, und b, aber permutiert werden. Die Richtigkeit der Be-
hauptung ergibt sich aus Berechnung: alle 0-Relationen sind invariant unter q.
Dieses zeigt sich auf Grund der Tatsache, dass, wenn wir eine algebraische Beziehung
@’'(B)) = ¢"(B,) finden, ¢’ gerade und ¢" ungerade in den alten 8,, notwendig ¢’ = 0
und ¢” = 0 sein miissen.

Umgekehrt, weil ein Automorphismus die Invarianz der 0-Relationen erfordert,
induziert die Abbildung b, & b, notwendig den Automorphismus a. Es leuchtet ein,
dass ein Element des P-Feldes dann und nur dann g-invariant ist, wenn es Z angehért.
Die Automorphismengruppe ist offenbar 2-zyklisch.

Schliesslich sei die Gleichung von a:y = g, ¥ + g5, so dass 5 =, § + g,. Die
Schnittpunkte 4, und b, des Kreises C’(4, 1) mit ¢ haben die Koordinaten x =
&+ (146542 y=p,x+ py. Die Hinzufiigung von b, zu B verursacht die Er-
weiterung der Menge {«, | A € A} mit einem Element x, gerade in den §,, und eine
Erweiterung der Menge {8, | A € A} mit einem Element y, ungerade in den 8,. Wenn
also |1 4 g% ¢ P, so haben wir mit einer algebraischen Erweiterung P - P* zu tun,
welche geometrisch die Erweiterung von Z (P-Halbfeld iiber A) zu dem P ()1 + ¢?)-
Halbfeld iiber A4 (/1 + %) zu Folge hat. Da g, ungerade in den g, ist, ist g, ¢ 4.

Wenn aber /1 + p% € P, so wird Z nicht erwestert. Im ersten Fall korrespondieren
die Permutationen der Punkte b, und b, mit den Automorphismen von P* in Bezug
auf P; sie induzieren die Automorphismen vom P*-Halbfeld iiber A*, die Z element-
weise festlassen. Die Automorphismengruppe ist der Galois’schen Gruppe von P*
nach P isomorph. Im letzten Fall sind 4, und b, nicht hinsichtlich Z konjugiert.

Hiermit ist der Satz bewiesen.

Bemerkungen

1. Wenn b, ¢ Z, und daher auch b, ¢ Z, heisse die angewendete Operation P, eine
erweiternde Gabelungsoperation, die entweder algebraisch erweiternd (Satz 2 und
Satz 3, zweiter Fall) oder rational erweiternd (Satz 3, erster Fall) ist, je nach der
Stellung des Koordinatensystems.

2. Die 2-zyklische Gruppe von Automorphismen eines P-Feldes in Bezug auf ein
invariantes P-Halbfeld iiber 4 (A C P) wird eine Orientationsgruppe D genannt; sie
stimmt ja mit der Permutationsgruppe der beiden moglichen Drehungssinne des
Koordinatensystems tiberein. Die Elemente aus ® permutieren auch die Orientier-
ungen aller Quadrate und gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecke im P-Feld.

3. Die Bildpunktemenge M (K) eines Korpers komplexer Zahlen K in der komplexen
Ebene kann bei passender Wahl der reellen Kérper P und A als ein P-Halbfeld
iiber 4 in einer Euklidischen Ebene betrachtet werden (wenn man nur die Punkte
im Halbfeld beachtet); so ist z.B. M(/I()/31)) genau die Punktmenge enthalten im
I1(y3)-Halbfeld iiber II. Die Anwendung einer rational erweiternden Operation
P, auf Elemente im P-Halbfeld iiber 4 erzeugt eine Erweiterung des Halbfeldes
zum umfassenden P-Feld, welche korrespondiert mit der algebraischen Erweiterung
von K zu K(4). Die Orientierungsgruppe D des P-Feldes stimmt jetzt mit der Grup-
pe von K(¢) nach K iiberein; sie ist die Permutationsgruppe der positiven Rich-
tungen der imagindren Achse, oder die der Bildpunkte der Zahlen ¢ und — s.
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Definitionen

Es sei B eine Menge von gegebenen Elementen in einer Geometrie, z.B. der
Hilbertschen Geometrie H; es sei F, F D B, eine Menge von Elementen in H,
konstruierbar aus denen von B mittels der Operationen einer Operationenmenge V';
so heisse die Reihe sukzessiver Operationen aus V, die von B zu F fiihren, ein V-
Programm.

Ein Element ¢ € H heisst eindeutig konstruierbar aus B mittels der Operationen
aus V, wenn es ein V-Programm gibt, fithrend von B zu solch einer Menge F, B C F,
te F, dass ¢t unter allen Automorphismen von F, die B elementweise festlassen,
invariant ist. Ein V-Programm, das sich auf jede Elementenmenge B einer be-
stimmten Struktur anwenden ldsst, heisst eine einwertige Operation, wenn sie am
Ende genau ein Element (Punkt, Gerade, Kreis), ohne Konjugierten, erzeugt. (Zwei
Elemente £ und s heissen (geometrisch) konjugiert in Bezug auf B, wenn die Abbildung
a von F=By{t,s} auf F, mit at=s, as=¢, ax =« fir alle x€ B, ein Auto-
morphismus ist.)

Die Menge aller Elemente in H, welche aus B mittels Operationen aus V konstruier-
bar sind, wird das Konstruktionsfeld H,(B) genannt. H,,(B) ist die kleinste konstruktiv
abgeschlossene Menge von Elementen in G unter den Operationen aus V, auf der
Basis B.

Ist nun Q die Hilbertsche Operationenmenge {L,, P,, C’, P,, S,, S,}, dann hat
man, wie bekannt: p(§, %) € Ho(B) <=> & neQ(P), wobei 2(P) der Korper ist,
dessen Elemente aus denen von P hervorgehen vermdoge einer endlichen Anzahl von
Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen, Divisionen und Operationen
6 > y1 + 02, P definiert wie iiblich.

Die einwertigen Operationen, enthalten in der Menge der Q-Programme, werden
orthogonal-rationale Operationen genannt. (In [4] heissen sie orthogonal-linear, weil
sie ausfithrbar sind mit dem Lineal, wenn nurzwei Paare senkrechter Geraden gegeben
sind. Aus algebraischen Griinden hat der neue Name den Vorzug.) Die wichtigsten
sind die elementaren Operationen L,, P,, C’ (und C), und
L,, die die Gerade [:= Ly(a, [/a) durch einen konstruierten Punkt a, parallel zu einer
konstruierten Gerade a, a nicht inzident mit a, erzeugt,

Ly, die die Gerade /:= Lg(a, 1 a) durch einen konstruierten Punkt a, senkrecht zu
einer konstruierten Gerade a erzeugt,

P,, die den zweiten Schmttpunkt %:= Pg(a, (a), y) einer konstruierten Geraden 4 und
eines konstruierten Kreises y erzeugt, wenn 4 und y einen konstruierten Punkt
gemeinsam haben,

P,, die den zweiten Schnittpunkt x: = P4(y, (@), ) zweier konstruierten Kreise y und §
erzeugt, wenn y und 4 einen konstruierten Punkt ¢ gemeinsam haben.

Wird die Menge orthogonal-rationaler Operationen mit OR bezeichnet, so heisse
H,r(B) das orthogonal-rationale Konstruktionsfeld in H auf der Basis B.

Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen; er ist schon ein altes Resultat, das in
[4] bewiesen ist, aber teilweise und mit anderem Wortlaut schon von H. TIETZE [5]
herrithrt. TIETZE betrachtete damals nicht nur die Hilbertschen Konstruktionen,
sondern alle klassischen Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Dabei sind aber die
einwertigen Operationen dieselben wie hier.



D. KijNE: Die algebraische Deutung der Hilbertschen geometrischen Konstruktionen 7

Satz 4. Das orthogonal-rationale Konstruktionsfeld H,g(B) auf einer Basis B =
{(0,0), (1, 0), (x5, B)) | A € A} ist, insoweit es sich um Punkte, Geraden und Kreise mit
Radius 1 handelt, genau das P-Halbfeld iiber 4, P = Il(x,, 8, | A€A), 4 =
II(a) | A€ A), II = Primkérper der rationalen Zahlen.

Korollar. Hyp(B) kennt ausser der Identitdt keine B elementweise festlassenden
Automorphismen.

Wenn die Operationen aus OR mittels Operationen aus @ ausgefithrt werden,
wird P, bisweilen erweiternd als Hilfsoperation benutzt. Von den dadurch auftreten-
den Elementen mit eventuellen Konugierten kann man sich befreien, z. B. wenn man
die orthogonal-rationale Operationen als Postulate zuldsst. Wie bekannt, geniigt dazu
die Operationenmenge OR = {L,, P,, Ly, C’}, wenn die Anfangsmenge B mindestens
drei nicht kollineare Punkte enthilt; auch diese Bemerkung stimmt mit einem Er-
gebnis von H. TieTzE [6] tiberein. Im Folgenden nehmen wir als Postulat, dass die
orthogonal-rationalen Operationen direkt ausfithrbar sind, also ohne Hilfe der
Operation P,; P, wird nur angewendet, falls sie unvermeidlich ist, d.h. entweder zur
algebraischen Erweiterung eines P-Feldes oder P-Halbfeldes iiber A, oder zur
rationalen Erweiterung eines P-Halbfeldes iiber 4 zum umfassenden P-Feld.

Beispiel. Anschliessend an Bemerkung 3, S. 5, kann man sagen, dass die Bild-
punktemenge M(K) in der komplexen Ebene eines Korpers K genau eine in einem
orthogonal-rationalen Konstruktionsfeld enthaltene Punktmenge ist. Das bedeutet,
dass die algebraischen Operationen konstruktiv mittels orthogonal-rationaler
Operationen ausgefiihrt werden kénnen. (Man vergleiche Aufgabe 192, Nieuw Archief
voor Wiskunde, XVI-2, Juli 1968, S. 126, Groningen.)

Es sei jetzt die folgende Konstruktionsaufgabe vorgelegt: gegeben eine Menge B
von Punkten, B = {(0, 0), (1, 0), (a,, B2) |l € A}, und eine endliche Anzahl Punkte
Py, 0,), peM, mit m,, 0,€2(P) fiir alle u € M, so dass alle p, aus B mit Lineal
und Eichmass konstruierbar sind. Gesucht ein Q-Programm fithrend von B zu einer
Menge F, F D B, p,€F fir ue M, unter der oben genannten Bedingung fiir die
Anwendung von P,. Zur Losung der Aufgabe denken wir die =, g, ausgedriickt in
Quadratwurzeln vom Typus J/1 + 02 Wir konstruieren die wvollstindige Figur F,,
die aus B nach Anwendung der sukzessiven Operationen jenes (-Programms ent-
steht, das man bekommt, wenn man das von B zu F fithrende Q-Programm in solcher
Weise abidndert, dass nach jeder erweiternden Operation P, der Konstruktionsprozess
in jeder der beiden moglichen Richtungen «vollstindig» fortgesetzt wird, so dass mit
jedernh konstruierten Element auch alle Konjugierten F, angehéren.

Nach jeder P, wird einer der erzeugten neuen Punkte B hinzugefiigt. Es sei B* die
Menge, die aus B nach Hinzufiigung aller solchen Punkte entsteht. Dementsprechend
werden A zu A*, A zu A* = [I(a, | A€ A*), P zu P* = Il(a,, B, | A € A*) erweitert.
Sodann gelten die Sitze 5 und 6:

Satz 5. Ist n die kleinste Anzahl der verschiedenen Quadratwurzeln, die zur
Berechnung der Koordinaten u Q4 ausreichen, dann gibt es ein von B zu einer alle
P, €M, enthaltenden vollstindigen Figur F, fiihrendes Q-Programm, worin
entweder # oder # + 1 erweiternde Gabelungsoperationen P, auftreten; F, besitzt
eine Gruppe von B elementweise festlassenden Automorphismen, entweder der
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Ordnung 27 und isomorph der Galois’schen Gruppe ® von P* nach P, oder der
Ordnung 27+! und isomorph dem direkten Produkt von ¢ und der Orientierungs-
gruppe .

Beweis. Fir jede neue Quadratwurzel muss im Q-Programm fithrend von B zu
einer alle p, enthaltenden Figur F eine Operation P, auftreten, und tiberdies kann
eine Operation P, notwendig sein als rational erweiternde Gabelungsoperation. Wenn
man dieses Q-Programm in der oben beschriebenen Weise abdndert, entsteht ein
Q-Programm, das zu einer vollstindigen Figur F, fithrt. Das letzte Q-Programm
enthilt ebenfalls » oder » + 1 Gabelungsoperationen P,.

Wir numerieren die im Programm auftretenden erweiternden Gabelungsopera-
tionen der Reihe nach (P,)!, (Py)?, ..., (Py), ..., (Py)N. Wir nennen B = B,; einer
der beiden von (Py)i erzeugten Punkte, b, wird B,_, hinzugefiigt. Man betrachte
jetzt die Reihe orthogonal-rationaler Konstruktionsfelder auf den B, als Basen:

Hog(Bo) C Hog(By) C -+ C Hog(B;) C -+ C Hogr(By) = Hog(B*) .

Ein orthogonal-rationales Konstruktionsfeld besitzt ausser der Identitit keinen seine
Basis elementweise festlassenden Automorphismus; jede Erweiterung eines Hyz(B;_,)
zu dem Hyg(B,;) ist algebraisch, bis auf hochstens eine, die rational sein kann. Also
fiir alle Erweiterungen gilt Satz 2, ausgenommen vielleicht fiir eine, auf die sich
Satz 3 anwenden ldsst. Es gibt nun drei Moglichkeiten:

I. Die Zahl 1 ist ungerade in den f§,, A € A, mit Koeffizienten aus 4, und deshalb
auch ungerade in den §,, 4 € A*, mit Koeffizienten aus A4*.

Dann ist Hygr(B,) dem P-Feld, H,r(B*) dem P*-Feld gleich.

II. Die Zahl 1 ist weder ungerade in den §,, A€ 4, noch in den f,, 1€ A*. Jetzt
ist Hor(B,) das P-Halbfeld tiber 4, H,(B*) das P*-Halbfeld tiber A4*.

In diesen beiden Fillen sind alle Erweiterungen algebraisch; die B elementweise
festlassenden Automorphismen von F, entsprechen 1-1-deutig den Automorphismen
von Hyp(B*), die Hyg(B) elementweise invariant lassen, und deswegen den Auto-
morphismen von P* in Bezug auf P. Weil F, mit jedem Element auch alle Konjugier-
ten enthilt, ist P* Galoissch iiber P. Die Automorphismengruppe von F,nach B ist
also der Galois’schen Gruppe von P* nach P isomorph und hat Ordnung 2#; also
N =n.

ITI. Die Zahl 1 ist ungerade in den §,, A € A*, aber nicht ungerade in den §,,
AeA. Hyp(B,) ist das P-Halbfeld tiber 4, Hyi(B¥*) ist das P*-Feld. Die erweiternde
Operation P, ist jetzt im Q-Programm #»-mal algebraisch und notwendig einmal
rational erweiternd. In der Reihe der mit den Hyg(B;) korrespondierenden Korper

P=P,CP,C...C P,C...C Py=P*

muss eins der Inklusionszeichen C durch = ersetzt werden.

Weil P* kein Element ¢ + 0 enthilt, das zugleich gerade und ungerade in den 3,
A€ A, ist, lisst jedes £ € P* sich eindeutig ¢ = ¢’ + ¢”, ¢’ gerade und &" ungerade in
den B,, A€ A, schreiben; ¢’ ist Nullstelle eines im Korper P irreduziblen Polynoms,
mit Koeffizienten, die gerade in den 8,, 4 € 4, sind; deshalb sind alle konjugierten
Elemente von ¢’ ebenfalls gerade in den §,, A€ /. Genau so zeigt man, dass alle
konjugierten Elemente von ¢” ungerade in den f,, A€ 4, sind.
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Es sei nun p (7] + ny, 7, + 7}), 7y, nf, my, ny € P*, 7y und =} gerade, z} und n
ungerade in den §8,, A€ 4, ein Punkt im P*-Feld; esseiferner a p = q (] + »;, %, + »J),
wo a irgendein Automorphismus des P*-Feldes in Bezug auf das P-Halbfeld iiber 4
darstellt. Dann ist a das Produkt eines Automorphismus g des Kérpers P* nach P
und eines Automorphismus d des P-Feldes nach dem P-Halbfeld iiber 4. Wegen der
Eindeutigkeit der Reprisentation ¢ = ¢’ + ¢” ist auch die Darstellung a = g - b ein-
deutig. Uberdies kommutieren g und d, so dass die Automorphismengruppe des P*-
Feldes nach dem P-Halbfeld iiber A das direkte Produkt von & und D ist. Fiir jedes ¢
enthidlt F, Elemente, die Hy,(B;) aber nicht H,i(B,_,) angehoéren, also ist die
Automorphismengruppe von F, nach B der Gruppe & ® D isomorph; sie hat die
Ordnung 27+1 also N = »n + 1. Wiederum ist P* Galoisch iiber P, so dass ® die
Galois’sche Gruppe von P* nach P ist.

Satz 6. Ist in der Aufgabe nur von einem gefragten Punkt p(n, ¢) die Rede und ist »
die kleinste Anzahl der Quadratwurzeln, die hierbei zur Berechnung der Koordinaten
7, p ausreichen, dann hat p entweder 2" Konjugierte in Bezug auf B, wobei die
Koordinaten #, y aller Konjugierten durch in P irreduzible Gleichungen zu bestimmen
sind, oder p hat 27+1 Konjugierte in Bezug auf B, wobei die Koordinaten x, y aller
Konjugierten als Nullstellen zweier Polynome, deren hochstens eins in P irreduzibel
und mindestens eins in P reduzibel aber dem Produkt zweier in P irreduzibelen
Faktoren gleich ist, bestimmt werden konnen. Der letzte Fall kommt dann und nur
dann vor, wenn 1 ungerade in den g, und g zusammen, aber nicht ungeradein den §, ist.

Beweis. Es sei B+ = B {p}, und es seien P+ = P(n, ) und 4+ = A(n); der Zer-
fallungskorper der beiden in P irreduzibelen Polynome mit Nullstellen z, bzw. p,
heisse P*. Wir betrachten jetzt ein solches Q-Programm, fithrend von B zu einer voll-
stindigen Figur F, p € F, welches eine minimale Anzahl erweiternder Operationen
P, enthidlt. Dann ist das kleinste orthogonal-rationale Konstruktionsfeld, das B, p,
und alle Konjugierte von p enthilt, entweder das P*-Feld oder das P*-Halbfeld iiber
einem Unterkérper. Es gibt nun dieselben drei Fille wie im vorigen Satz:

I. 1ist ungerade in den §,; dann ist Hyg(B) das P-Feld, Hog(B*) das P+-Feld,
und H,;(B*) das P*-Feld.

II. 1 ist nicht ungerade in den §,, und auch nicht ungerade in den 8, und ¢ zu-
sammen, mit Koeffizienten in 4(n); Hyr(B) ist das P-Halbfeld iiber A4; das P*-Halb-
feld iiber A* geniigt, damit p und seine Konjugierte darin enthalten sind. Dieses ist
also Hop(B*).

In diesen beiden Fillen entsprechen die Automorphismen von Hyg(B*) in Bezug
auf B 1-1-deutig den Automorphismen von P* nach P; das Q-Programm enthilt »
Operationen P,, alle algebraisch erweiternd; p hat 2* Konjugierte und die definieren-
den Gleichungen fiir die x und y dieser Konjugierten sind die in P irreduzibelen
(sleichungen mit Nullstellen n, bzw. .

ITI. 1 ist nicht ungerade in den §,, aber 1 ist ungerade in den g, und ¢ zusammen,
mit Koeffizienten in A(n). Jetzt ist Hyp(B) das P-Halbfeld iiber 4, aber Hyg(B*) das
P+-Feld und, weil Hyg(B*) C Hyogr(B*), auch Hyg(B*) das P*-Feld. Ausser den
algebraischen hat p auch jene Konjugierte, die durch die Automorphismen von
H,r(B*) aus der Orientationsgruppe D erzeugt werden. Demnach ist die Anzahl
Konjugierter 2#+1,
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Wir schreiben p = (&, 0) = (&’ + =", 0’ + 0"), &', 7", o', 0" € P*, n’ und g’ gerade,
n" und p” ungerade in den 3, (wobei nicht z” und g’ beide verschwinden, sonst wire 1
nicht ungerade in den 8, und g zusammen).

Ist nun f(x) = f’(x) + f"(x) das in P irreduzible Polynom mit Nullstelle z, die
Koeffizienten von f’ gerade, die von f” ungerade in den §8,, dann ist, wenn n” * 0,
weder f” noch f"” gleich null; und die definierende Gleichung fiir die Abszissen x der
zu p konjugierten Punkte ist

{10 + 1"} {F'(x) = 1" (x)} = 0.

(Einfaches Kontrollmittel: die Ersetzung der g, durch —f,, A€ A4, permutiert die
konjugierten Abszissen.)

Es sei g(y) = g’(v) + vy g"(y) das in P irreduzible Polynom mit Nullstelle g, so-
wohl g’ wie auch g” gerade in den 8, und y zusammen, wenn g’ % 0 ist, so ist weder g’
noch g” gleich null. Und die definierende Gleichung fiir die Ordinaten y der zu p kon-
jugierten Punkte lautet

g0 +yedWMi{i—¢0) +ye"®}=0.

(Kontrollmittel: die Ersetzung der 8, durch —8,, A € 4, permutiert die konjugierten
Ordinaten unter gleichzeitiger Zeichenwende.)
Hiermit ist der Satz bewiesen.

Schlussbemerkungen

1. Wir geben die folgende Verbesserung des Hilbertschen Satzes 65 ([3], S. 121):
«Es sei eine geometrische Konstruktionsaufgabe vorgelegt von der Art, dass man bei
analytischer Behandlung derselben die Koordinaten der gesuchten Punkte aus denen
der gegebenen Punkte lediglich durch rationale Operationen und durch Ziehen von
Quadratwurzeln finden kann; es sei B die Menge der gegebenen Punkte mit Koordina-
ten (0, 0), (1, 0), (x,, B,), A€ 4, A irgendeine Indizenmenge; es sei jedem gesuchten
Punkt 1-1-deutig eine Losung der Aufgabe zugeordnet; die Menge der gesuchten
Punkte sei die Vereinigung von % nichtleeren Teilmengen M;,7=1,2..., &k, von (im
allgemeinen) gegenseitig iiber B konjugierten Punkten, und es sei #; die kleinste
Anzahl der Quadratwurzeln, die zur Berechnung der Koordinaten eines Reprisen-
tanten p; € M, ausreichen; soll nun die Aufgabe sich allein durch Ziehen von Geraden
und Abtragen von Strecken ausfiihren lassen, so ist dafiir notwendig und hinreichend,
dass die geometrische Aufgabe bei Einbeziehung des Unendlichfernen fiirt1=1,2,..., %
entweder 27 oder 27+! Losungen besitzt, ndmlich dann und nur dann 27+!, wenn
sich mittels orthogonal-rationaler Operationen ein Quadrat aus By {p,} aber nicht
aus B allein konstruieren lisst, und zwar fiir alle Werte der Parameter o, und §,.»

Es sei nachdriicklich bemerkt, dass es sich hier um solche Konstruktionsaufgaben
handelt, in denen keine Anordnungs- oder Orientierungsbedingungen enthalten sind.

2. Die Bemerkung Hilberts am Ende des § 37 betrifft die Konstruierbarkeit mittels
Lineals und Eichmasses der mittels Zirkels und Lineals konstruierbaren reguldren
Polygone; Hilbert geht nicht auf die Anzahl der Losungen ein. Hieran kann man aber
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sehr deutlich die neue Fassung des Satzes verifizieren. Ist nimlich die Aufgabe:
gegeben B = {(0, 0), a(1, 0)}, (also Hyr(B) ist das I1(0)-Halbfeld iiber IT), gesucht ein
im Einheitskreis eingeschriebenes reguldres N-Eck, wovon a ein Winkelpunkt sei.
Zur Anwendung des Satzes ordnen wir jeder Losung den «ersten Punkt nach a» zu.
Man findet:

N  Koordinaten des Anzahl Fall Anzahl Loésungen =
«ersten» Punktes Wurzel- Anzahl Konjugierten
zeichen des «ersten» Punktes
1 1 =
_ 1 1
3 ( 7 2 1/3) 1 111 21 =2
4 (0, 1) 0 111 2041 == 2
1 1,0 1 =
_— = — 2
5 ( 44-41/5, 41/10+21/5) 2 II 22 = 4
1 1 -
i 1 1
6 ( - 5 V3) 1 11Y) 2 =2
1 ,— 1 -
— il 141
8 ( V2, Vz) 1 111 2 4
1 1 1 o=
i _— P e 2 —
10 (4+4Vs,4l/10 21/5) 2 11 22—4
12 (i V3, i) 1 111 21+1 — 4
2 '2

3. Eine axiomatische Grundlegung der orthogonal-rationalen Konstruktionsfelder
findet man z.B. bei Bachmann [1]. Es handelt sich hier um die dort beschriebenen
Euklidischen Geometrien. Ein P-Halbfeld iiber A geniigt den Axiomen des Systems
aus § 3, 2 und den beiden Zusatzaxiomen R* und V* (S. 201), ein P-Feld iiberdies dem
Zusatzaxiom auf S. 215, wonach der Ubergang zur Hilbertschen Geometrie nach
Hinzufiigung des Zusatzaxioms auf S. 216 erreicht wird.

D. KijNg, TU Eindhoven
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