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Zur lokalen Approximation einer Raumkurve

Zur lokalen Approximation einer Raumkurve ¢ in einem Kurvenpunkt P werde
von der kanonischen Entwicklung der Kurve beziiglich P unter Einbeziehung samt-
licher Glieder bis zur dritten Ordnung ausgegangen.
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Hierbei ist das Achsenkreuz in der Weise festgelegt, dass die x-Achse mit der Tangente
t, die y-Achse mit der Hauptnormalen und die z-Achse mit der Binormalen von ¢ in P
zusammenfillt. Bei den in Lehrbiichern iiblichen Darstellungen werden nun die
Normalprojektionen von ¢ in die Schmieg-, Normal- und Streckebene bei unvoll-
stindiger Auswertung der Reihenentwicklung (1) durch eine Parabel, eine semikubi-
sche Parabel bzw. eine kubische Parabel approximiert. Legt man durch je zwei
Niherungskurven Zylinderflichen lotrecht zu den Bezugsebenen, so entstehen als
Schnittgebilde Raumkurven, die die Ausgangskurve ¢ in P von zweiter Ordnung
anndhern.

Im folgenden soll die Raumkurve ¢ auf jede Ebene eines Biischels mit der Tangente
tin P als Biischeltridger normal projiziert werden. Von diesen Normalprojektionen ¢’
werden Kriimmungsmittelpunkt und Affinnormale berechnet. Diese erméglichen es,
an jede Projektion ¢’ die von dritter Ordnung berithrende Parabel zu legen. Wihlt
man zwei beliebige Schmiegparabeln aus und errichtet in den zugehoérigen Bildebenen
die darauf normalstehenden parabolischen Zylinder, so stellt die Schnittkurve eine
Niherung von dritter Ordnung an ¢ in P dar.
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Figur 1
Konstruktion einer Parabel durch P bei Vorgabe von Kriimmungsmittelpunkt und Affinnormale.
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Ist ¢ der Drehwinkel der Bildebene & gegen die Schmiegebene, so lautet die
Gleichung der Bildebene

ysing — z cosp = 0. (—%<¢§_-§). (2)
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Figur 2

Abbildung der Raumkurve ¢ auf eine Ebene ;7 des Biischels.

Legt man den Ursprung der Bildebene nach P, behilt die Kurventangente ¢ als -
Achse bei und errichtet senkrecht darauf im Sinne eines Rechtssystems die #-Achse,
so lauten die Abbildungsgleichungen bei Normalprojektion eines Punktes Q(x, y, 2)
nach Q’(x, n) in =:

X=2x, n=7YCosS® -+ zsing. (3)

Mit (1) ergibt sich fiir die Normalprojektion der Raumkurve ¢ auf die Bildebene n
folgende Parameterdarstellung:

x(s)zs—f63;¢2+... l
(4)
s2 s3 .
n(s) = - x cosp + — (x' cosgp + x Tsing) + - - -. ]

Fiir die Kriitmmung der Kurvenprojektion ¢’ in P findet man
% = % COSQ . (5)
Die Kriimmungsmittelpunkte der ebenen Bildkurven ¢’ liegen also auf der Kriim-

mungsachse von ¢ beziiglich P.
Der Anstieg m, der Affinnormalen errechnet sich nach der Formel

xn O] |xq O
m,= | xn nl:|xn =x]|. (6)
i % 3 X % 3%

Diese liefert bei Anwendung auf (4) die Gleichung der Affinnormalen fiir die ebenen
Bildkurven von c:
. 3 %% cos?¢
N=" Vcosg+ nrsing " (7)
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In Verbindung mit Gleichung (2) und (3) ergibt sich daraus als Parameterdarstellung
fiir den Affinnormalenkegel durch P:

% =u (%' cosp + x Tsing) , ‘

y = —3 u %2 cos?p, (8)

z=—3 ux?sing cos?p mit —oco < p < +o0.

Diese Darstellung zeigt, dass es sich bei dem Affinnormalenkegel um einen rationalen

Kegel dritter Ordnung handelt. Der Ubergang zur impliziten Form fiihrt auf die
Gleichung

3atxy2+ (' y+x12) (2422 =0. 9)

In einer zur Normalebene parallelen Ebene erzeugt dieser Kegel als Spurkurve eine
monozirkulare rationale Kurve 3. Ordnung und 3. Klasse mit einer Spitze im Spur-
punkt S der Kurventangente ¢. Setzt man in Gleichung (9) x = 1, resultiert fiir die
zugehorige Spurkurve s des Kegels die Gleichung

(V2+22) (' y+212) +3%x2y2=0. (10)

Die Spitzentangente von s in S ist parallel zur Binormalen und ihre Asymptote
parallel zum Beriithrradius der Schmiegkugel an die Raumkurve in P. Die Asymptoten-
gleichung lautet

*® 3x% 1

Z = — —
;m:y %% 12 4 »'2

(11)

Genau fiir jene Ebene des Bildebenenbiischels, die den Mittelpunkt der Schmiegkugel
enthilt, ist P Scheitelpunkt der zugehérigen Kurvenprojektion. Die Trdgergerade des
Biischels — also die Tangente von ¢ in P —ist Riickkehrkante des Affinnormalenkegels.
Die Streckebene ist Berithrebene des Kegels lings dieser Erzeugenden.
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Figur 3
Spurkurve s des Affinnormalenkegels und invertierte Kurve s;
in einer zur Normalebene parallelen Ebene.
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Fiir den Fall einer Schraublinie ist die Spurkurve s symmetrisch zur Spitzen-
tangente und die Asymptote eine Wendeasymptote. Einer Umkehr des Vorzeichens

der Windung entspricht eine Spiegelung des Affinnormalenkegels an der Schmieg-
ebene.

Fiir den Fall eines Henkelpunktes (7 = 0) zerfillt der Kegel 3. Ordnung in eine
Ebene, die Streckebene, und einen orthogonalen Kreiskegel mit der Tangente ¢ von ¢
in P als orthogonale Erzeugende. Streckebene und orthogonaler Kreiskegel beriihren
sich in dieser Erzeugenden.

Invertiert man die Spurkurve s des Affinnormalenkegels an dem in der gleichen
Ebene liegenden Einheitskreis um S, so geht die durch Gleichung (10) beschriebene
Kubik unter Abspaltung linearer Bestandteile in eine Parabel s, tiber, deren Gleichung
lautet:

(#y+xt2)+3x29y2=0. (12)

Die Achse dieser Parabel ist parallel zur Binormalen, die Parabeltangente in S parallel
zum Beriithrradius der Schmiegkugel an P und der Kriimmungskreis a; der Parabel
in S stellt das Bild der Asymptote a an die Kubik bei dieser Transformation dar.
Damit ist eine konstruktive Bestimmung der Affinnormalen fiir jede Bildkurve ¢’ aus
%, %', T und @ mit klassischen Hilfsmitteln gesichert. Nur fiir den Fall der Streckebene
als Bildebene zerfillt die Schmiegparabel, und die Affinnormale fillt in die Tangente ¢.

Aus (5) und (6) folgt fiir die in 7x liegende Schmiegparabel an ¢’:
{3 x 2% cos?p + (%' cosp + x Tsing) n}2 — 18 n %3 cos®p = 0 . (13)
Die der Schmiegebene zuzuordnende Ndherungsparabel hat daher die Gleichung
Bxr*x+ %" y)2—182x3y=0. (14)

Fiir jene Bildebene, welche die Schmiegkugel nach einem Grosskreis schneidet, lautet
die Gleichung der Schmiegparabel

xzrxz—Zn‘/x’z-}—xzrz:O. (15)

Errichtet man durch diese beiden konstruktiv leicht erfassbaren Parabeln Zylinder
lotrecht zu deren Bezugsebenen, so approximiert die entstehende Schnittkurve die
Raumkurve ¢ in P von dritter Ordnung. Fiir Kurvenpunkte, bei denen die Schmieg-
ebene die Schmiegkugel nach einem Grosskreis schneidet (x' = 0), liefert bereits die
zugehorige Schraublinie eine addquate Nédherung.

EBERHARD SCHRODER, TU Dresden
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