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Zwei Uberdeckungssitze fiir die n-dimensionale Kugel

Herrn Professor GORTLER zum 60. Geburtstag gewidmet

1. Uberdeckungssiitze

Es sei R" ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und K" = {x € R*| | x| < 1} die
n-dimensionale Einheitskugel um O. Mit K" = {x € R"| | x| = 1} wird der Rand von
Kr, die (n — 1)-dimensionale Einheitssphire, bezeichnet. Zwei Punkte x, — x € 0K"
heissen Awntipodenpaar.

In dieser Arbeit werden folgende Aussagen bewiesen.

Satz 1: Es seien

nil n+1

K= 4., K=UB
k=1 i-1

zwet Uberdeckungen der n-dimensionalen Kugel K" mit abgeschlossenen Mengen A, B;,
die
‘4k M Bk =0

firallek = 1,2, ..., n + 1erfiillen. Dann besitat wenigstens ein A, und wenigstens ein B,
ein Antipodenpaar.

Satz 2: Es seien
n+1

U 5
-1

Uberdeckungen von K™ und 0K" mit abgeschlossenen Mengen A, B;, wobei keines der B,
ein Antipodenpaar enthilt und jedes A, zu wenigstens einem B, fremd ist.

Dann folgt: Es gibt wenigstens n + 1 Mengen A, mit nichtleerem Durchschnitt.
Insbesondere gilt m > n + 1.

Satz 2 verallgemeinert den LEBESGUEschen Pflastersatz, s. [1], S. 378. Uberdeckt
man nidmlich ein n-dimensionales Simplex mit abgeschlossenen Mengen A,, deren
Durchmesser unter einer gewissen Schranke 7 > 0 liegen, so ist jedes 4, zu wenigstens
einer (#n — 1)-dimensionalen Seite B; des Simplex fremd. Man kann nun das Simplex
homéomorph so auf K" abbilden, dass die B, in antipodenfreie Bildmengen iibergehen.
Man hat lediglich eine #-dimensionale Kugel in das Simplex einzubeschreiben und die
Simplexpunkte in Richtung des Kugelmittelpunktes geeignet zu verschieben. Aus
Satz 2 folgt damit, dass die Uberdeckungsordnung der 4,, £ =1, ..., m, mindestens
n + 1 betrigt. Das ist die Aussage des LEBESGUEschen Pflastersatzes.

K, =) 4, O0Kn=
k-1

i
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Aus Satz 2 ergibt sich das
Korollar: Uberdeckt man eine n-dimensionale Kugel mit n + 1 abgeschlossenen Mengen
Ay, wobet keins der A, ein Antipodenpaar enthdlt, so ist der Durchschnitt der A, nicht
leer:

n+1

N4 +0o.
k-1

Zum Beweis hat man lediglich B, = — 4, 0 0K" zu setzen und Satz 2 anzuwenden.
Aus dem Korollar lassen sich der BRouwERsche Fixpunktsatz sowie der BORSUK-
sche Antipodensatz gewinnen, wie wir spiter ausfithren werden.

2. Beweise

Wesentliches Hilfsmittel beim Beweis des Satzes 1 ist der Satz von LUSTERNIK,
SCHNIRELMANN, Borsuxk ([1], S. 487; [2], Satz 3):

Bei jeder Uberdeckung der n-dimensionalen Sphire 0K*+1 mit n + 1 abgeschlossenen
Mengen ist in wenigstens einer dieser Mengen ein Antipodenpaar enthalten.
Elementare Beweise finden sich in [3] und [4].

Satz 2 wird spéter aus Satz 1 gefolgert.

Beweis des Satzes 1: Wir nehmen, entgegen der Behauptung, an, dass kein 4, ein
Antipodenpaar enthilt.

Die Kugel K” betten wir in den R*+1! ein, dessen Punkte mit x = (x;, %5, ..., %, 1),
%; reell, bezeichnet werden. Und zwar liege K" in der Hyperebene x,,; = 0 mit
Mittelpunkt im Ursprung:

K":[xER"“]Zx?gl, xn+1=0}. ©
-1
e M
Um K" herum konstruieren wir einen Zylinder (s. Abb.) Q—)
2 = xeR"+1|2x?<],lxn+1|<1l T ~
i-1 ‘ \B_/
mit dem Boden Zylinder Z im R®.
B:ZO{x|xn+1: ‘“1}
und dem Deckel
D=Z0{x| %, =1}
B und D sind zu K" kongruent.
Durch :
(xl.""’xnlo)—')(xl""!xnﬁl) (1)

werden nun die 4,, die K” {iberdecken, in Bildmengen A4, iibergefithrt und durch
(%1, .0, %,, 0) &> — (%4, ..., %, 1) (2)

die B, in B;. Dabei iiberdecken die A} den Deckel D des Zylinders und die B} den
Boden B. Bezeichnen wir schliesslich den Projektionsoperator

(51s <v s Ty Fgd) = (s e s %y, O) 3)
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mit P, so wird der Mantel

xn-}-ll g 1

n
M=ixe R+t | 3 i =1,
=

des Zylinders iiberdeckt durch die Mengen
M,={xeM|Px)eA,}.
Wir bilden nun die Vereinigungen
Cy=A,u M,y B,

und haben damit eine Uberdeckung des Zylinderrandes 0Z aus # + 1 abgeschlossenen
Mengen gewonnen:

n+1

0z=¢,.
k=1

Da der Zylinderrand 0Z symmetrisch zum Ursprung liegt und homéomorph zur -
dimensionalen Sphére ist, konnen wir auf ihn den Satz von LUSTERNIK, SCHNIREL-
MANN, BoOrsuk [1], S. 487, iibertragen, der in unserem Falle besagt, dass wenigstens
ein C, ein gegeniiberliegendes Punktepaar x°, — &% enthilt.

%% liegt dabei entweder auf dem Boden oder dem Deckel des Zylinders. Andernfalls
gibe es ein M,, welches % und — 20 enthielte. Somit ligen P(x%) und P(— 2% =
— P(x% in ein und demselben A4,, welches damit ein Antipodenpaar enthielte. Das
war aber zu Anfang des Beweises ausgeschlossen.

Wir kénnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ° € D und somit x° € 4,
fiir ein gewisses % annehmen. Da — x9in C, liegt, jedocH A; N M, kein Paar entgegen-
gesetzter Punkte x, — x enthilt, so folgt — x° € B;.

Uber die Zuordnungen (1), (2) besitzen x° und — x° das gleiche Urbild P(x?) in K,
also haben A4, und B, den gemeinsamen Punkt P(x?%), also gilt

A,NB, +0.

Das steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes.

Also enthilt wenigstens ein 4, ein Antipodenpaar. Da die 4, und die B, im Satz 1
vertauschbar sind, ohne dass sich am Inhalt etwas dndert, besitzt auch eines der B,
ein Antipodenpaar. —

Zum Beweis von Satz 2 benétigen wir folgendes
Lemma: Es seien

n+1 n+1

Kr=J4,, 0K"=\ B,
k=1 k-1

Uberdeckungen von K" und 0K mit abgeschlossenen Mengen A, By, wobei keines der B,
ein Antipodenpaar enthilt und fiir alle k=1, ... ,n+ 1

A0 B, =0
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gilt. Dann folgt
n+1

NA+o.
k=1

Das Lemma verallgemeinert einen Satz von SPERNER ([1], S. 378, Satz B) in dhnlicher
Weise, wie Satz 2 den LEBESGUEschen Pflastersatz umfasst.

Beweis des Lemmas: Wir nehmen entgegen der Behauptung an, dass

le Ay=0 (4)

ist.

Um jeden Punkt x aus dem Inneren K* von K» wird eine abgeschlossene Um-
gebung U, gelegt, die ganz im Inneren von K" liegt und die wenigstens eines der 4,
nicht schneidet. Wegen der Abgeschlossenheit der 4, und der Bedingung (4) ist das
moglich.

Um jeden Randpunkt x € 0K" legen wir ebenfalls eine abgeschlossene Umgebung
U, und zwar nach folgender Methode: Jedes x € K" liegt in mindestens einem der B,.
Gilt etwa x € B,, so betten wir x in eine so kleine abgeschlossene Umgebung U, ein,
dass 4, von U, nicht getroffen wird und dass die Vereinigung

U Ux

xe By
kein Antipodenpaar von 0K" enthilt. Da B, kein Antipodenpaar besitzt und S* und
B, kompakt sind, ist das moglich.

Unter den U, wéahle man nun endlich viele Ux; heraus, die K iiberdecken. Ans-
chliessend bilde man die Vereinigung

Ck: U iju U Uxi.
%e€By  yieK"
Uxf NAy=-0
Jedes Uz, ist in wenigstens einem C, enthalten, also folgt
n+1
K,cU¢.
ko1
Ausserdem gilt
C,kNA, =0, k=1,...,n+1. -

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 1 fiir die Uberdeckungen

n+1 n+1
Kr=U 4,, K= (C, 0K
k=1 k=1
erfiillt. Also gibt es wenigstens ein C,, welches ein Antipodenpaar besitzt.
Andererseits besitzt aber nach Konstruktion keines der C, ein Antipodenpaar.
Damit ist ein Widerspruch erreicht und es gilt die Behauptung

n+1

N4 +9. —
k=1
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Bemerkung: Herr H. HADWIGER (Bern) iibersandte mir einen anderen Beweis des
Lemmas, der auf folgender Tatsache fusst: Uberdecken die abgeschlossenen Mengen

Ay, Ay, ..o, A, mitsamt thren Antipodenmengen A, die n-dimensionale Sphire
n+1

OK"+Y und gilt A, 0 A, = 0 fiir alle k, so folgt Y A, + 0 ([3], S. 83, Lemma 14). Dies
Eo1

zeigt den starken inneren Zusammenhang der Antipodensitze untereinander, worauf
H. HADWIGER auch in [4] besonders hinweist.

Aus dem Lemma folgt Satz 2, indem wir eine bekannte Schlussweise anwenden,
s. [1], S. 378.
Beweis des Satzes 2: Mit M,, 7 =1, ..., n + 1, bezeichnen wir die Vereinigung aller
Ay, die zu B, fremd sind, jedoch nicht fremd zu B; mit 7 < 4. Jedes 4, liegt in genau
einem M, somit tiberdecken die M, die Kugel K" und es gilt M, B, = @ fiir alle
1=1,...,n+ 1. Aus dem Lemma folgt daher

n -1
‘ﬂM,.#-@.

1 =1

Also gibt es wenigstens # + 1 Mengen A4, mit nichtleerem Durchschnitt. —

3. Anwendung

Mit Korollar 1 ldsst sich leicht folgender Existenzsatz fiir Lésungen nichtlinearer
Gleichungen beweisen.

Satz 3: Es seien f: K" > R", g: K" > R stetige Abbildungen, die auf 0K" folgende
Bedingungen erfiillen:
(@) fiir alle u > O folgt f(— x) = u f(x),
(b) fiir alle A mit 0 < A << 1 folgt f(x) + A g(x).
Dann gibt es ein x € K" mit
fx) = g(x) .

Fiir f(x) = x und |g(x)| < 1 (x € K*) erhilt man daraus den BRouwERschen Fix-
punktsatz, wihrend sich fiir g(x) = 0 der Borsuksche Antipodensatz (KRASNOSELS’KII
(5], S. 100, Theorem 2.4') ergibt. Satz 3 ldsst sich umgekehrt miihelos aus dem
Borsukschen Antipodensatz herleiten (iiber die Homotopie ¢(x, t) = f(x) — (1 —£) g(x),
te [0, 1)).

Beweis: Wir benutzen die Norm |x| = }/ X x%. Die Funktionen f bzw. g werden zu

stetigen Funktionen f, g auf K? = {x € R*| | x| < 4} erweitert durch folgende Fest-
setzungen:

f(x) fir 7] <1

f(lil) fir 1 < |x| <2
pe

')..f(_i) fir 3 < |x| <4

1%
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[ g(x) fir || <1
X 2—lx)g(->) firl <|x| <2
g () = ('”')
0 fir 2 < |x| <3
| (Jx]—3)"p fir 3 < |x| <4

Dabei sei  ein beliebiger Punkt aus R* mit positiven Komponenten p, > 0 und
5] < min |f() — F(— )] .

Das obenstehende Minimum ist wegen (a) positiv.
Wir bilden nun die abgeschlossenen Mengen

Ay={xe K} |ilx) = g}, k=1,...,n,
Api=1{xeKp| firalle k=1,...,n gilt fi(x) < g(x)}

( ﬁc, gk Komponenten von f, g). Sie iiberdecken offenbar K7 . Man iiberzeugt sich davon,
dass die 4,, ..., 4, antipodenpaarfrei auf 0K? sind (auf 0K? ist g (x) = p). Also
besitzen die 4, nach unserem Korollar einen gemeinsamen Punkt x,, fiir den, nach
Definition der 4,, nur

f (%o) = é (%)

gelten kann. Die f, é sind aber so konstruiert, dasssie, wegen (a) und (b)in 1 < | x| <4
stets f(x) + g(x) erfiillen. Also folgt

f (%) = g(xo) - —

Das Korollar im Abschnitt 1 erscheint also als topologisches Konzentrat sowohl
des BRouwERschen Fixpunktsatzes als auch des Borsukschen Antipodensatzes.

FriEDRICH WILLE, Freiburg i. Br.
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