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Zwei Überdeckungssätze für die n-dimensionale Kugel
Herrn Professor Gortler zum 60 Geburtstag gewidmet

1. Überdeckungssätze

Es sei Rn em w-dimensionaler reeller Vektorraum und Kn {% e Rn\ \ x\ < 1} die
w-dimensionale Emheitskugel um 0 Mit dKn {% e Rn\ \x\ 1} wird der Rand von
Kn, die (n — 1)-dimensionale Emheitssphare, bezeichnet Zwei Punkte x, — x e dKn
heissen Antipodenpaar

In dieser Arbeit werden folgende Aussagen bewiesen

Satz 1: Es seien
n 1 n + l

K» |J Ak, __- U B,
kl / 1

zwei Uberdeckungen der n-dimensionalen Kugel Kn mit abgeschlossenen Mengen Ah, BJf
die

Ak nßÄ 0

für alle k 1, 2, ,n+l erfüllen Dann besitzt wenigstens ein Akund wenigstens ein Bj
ein Anhpodenpaar
Satz 2: Es seien

m n + l
Kn U Ak dK»=\J B,

kl l 1

Überdeckungen von Kn und dKn mit abgeschlossenen Mengen Ah, Bt, wobei keines der Bx

ein Antipodenpaar enthalt und jedes Ak zu wenigstens einem Bt fremd ist
Dann folgt Es gibt wenigstens n+l Mengen Ak mit nichtleerem Durchschnitt

Insbesondere gilt m ^ n + 1

Satz 2 verallgemeinert den LEBESGUEschen Pflastersatz, s \l~\,§ 378 Überdeckt

man namhch em w-dimensionales Simplex mit abgeschlossenen Mengen Ak, deren

Durchmesser unter einer gewissen Schranke r > 0 hegen, so ist jedes Ak zu wenigstens
einer (n — 1)-dimensionalen Seite Bt des Simplex fremd Man kann nun das Simplex
homöomorph so auf Kn abbilden, dass die Bt m antipodenfreie Bildmengen übergehen.
Man hat lediglich eme n-dimensionale Kugel in das Simplex emzubeschreiben und die

Simplexpunkte m Richtung des Kugelmittelpunktes geeignet zu verschieben. Aus
Satz 2 folgt damit, dass die Überdeckungsordnung der Ak, k 1, m, mindestens

n+l betragt Das ist die Aussage des LEBESGUEschen Pflastersatzes
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Aus Satz 2 ergibt sich das
Korollar: Überdeckt man eine n-dimensionale Kugel mit n+l abgeschlossenen Mengen
Ak, wobei keins der Ak ein Antipodenpaar enthält, so ist der Durchschnitt der Ak nicht
leer:

n + l
(]Ak 4= 0.

k 1

Zum Beweis hat man lediglich Bk —Akn dKn zu setzen und Satz 2 anzuwenden.
Aus dem Korollar lassen sich der BROUWERsche Fixpunktsatz sowie der Borsuk-

sche Antipodensatz gewinnen, wie wir später ausführen werden.

2. Beweise

Wesentliches Hilfsmittel beim Beweis des Satzes 1 ist der Satz von Lusternik,
Schnirelmann, Borsuk ([1], S. 487; [2], Satz 3):

Bei jeder Überdeckung der n-dimensionalen Sphäre dKn+1 mit n+l abgeschlossenen

Mengen ist in wenigstens einer dieser Mengen ein Antipodenpaar enthalten.
Elementare Beweise finden sich in [3] und [4].

Satz 2 wird später aus Satz 1 gefolgert.
Beweis des Satzes 1: Wir nehmen, entgegen der Behauptung, an, dass kein Ak ein

Antipodenpaar enthält.
Die Kugel Kn betten wir in den Rn+1 ein, dessen Punkte mit x= (xltx2,..., xn+1),

xt reell, bezeichnet werden. Und zwar liege Kn in der Hyperebene xn+1 0 mit
Mittelpunkt im Ursprung:

K» \xeR» + i |2>t2 < 1, xn+1 oj.

Um Kn herum konstruieren wir einen Zylinder (s. Abb.)

mit dem Boden

und dem Deckel
B

D

Zn{x\xn+1= -1}

-zn{x\xn+1=l}.

Zylinder Z im T.3.

B und D sind zu Kn kongruent.
Durch

(1)(xlt...,xn,0) ->(%,... ,xn,l)
werden nun die Ak, die Kn überdecken, in Bildmengen A*k übergeführt und durch

{x1,...,xn,0)-+~(x1,...txn,l) (2)

die Bk in B*k. Dabei überdecken die A\ den Deckel D des Zylinders und die B*k den
Boden B. Bezeichnen wir schliesslich den Projektionsoperator

(%,..., *„,#„ + _) -»(*_.,...,#„, 0) (3)
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mit P, so wird der Mantel

M ¦¦ xsR»+i\]rx*=l,\xn+1\ <1

des Zylinders überdeckt durch die Mengen

Mk= {xEM\P(x)eAk}.

Wir bilden nun die Vereinigungen

Ck AloMkuB\
und haben damit eine Überdeckung des Zylinderrandes dZ aus n+l abgeschlossenen
Mengen gewonnen:

n + l
dz u ck

Ä-l

Da der Zylinderrand dZ symmetrisch zum Ursprung liegt und homöomorph zur n-
dimensionalen Sphäre ist, können wir auf ihn den Satz von Lusternik, Schnirel-
mann, Borsuk [1], S. 487, übertragen, der in unserem Falle besagt, dass wenigstens
ein Ck ein gegenüberliegendes Punktepaar x°, — x° enthält.

x° liegt dabei entweder auf dem Boden oder dem Deckel des Zylinders. Andernfalls
gäbe es ein Mk, welches x° und — x° enthielte. Somit lägen P(x°) und P(— x°)
— P(x°) in ein und demselben Ak, welches damit ein Antipodenpaar enthielte. Das
war aber zu Anfang des Beweises ausgeschlossen.

Wir können also ohne Beschränkung der Allgemeinheit x° e D und somit x° e A\
für ein gewisses k annehmen. Da — x° in Ck liegt, jedoch A\ O Mk kein Paar entgegengesetzter

Punkte x, — x enthält, so folgt — x° e B*k.

Über die Zuordnungen (1), (2) besitzen x° und — x° das gleiche Urbild P(x°) in Kn,
also haben Ak und Bk den gemeinsamen Punkt P(x°), also gilt

Ak n Bk + 0

Das steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes.

Also enthält wenigstens ein Ak ein Antipodenpaar. Da die Ak und die Bk im Satz 1

vertauschbar sind, ohne dass sich am Inhalt etwas ändert, besitzt auch eines der Bk
ein Antipodenpaar. -

Zum Beweis von Satz 2 benötigen wir folgendes

Lemma: Es seien

K« U Ak ÖK" U B,
n + l

fc i
Überdeckungen von Kn und dKn mit abgeschlossenen Mengen Ak,Bk, wobei keines der Bk
ein Antipodenpaar enthält und für alle k 1, n + 1

Ak O Bk - 0
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gilt. Dann folgt
n + l
r\Ak + 0.

Ä l
Das Lemma verallgemeinert einen Satz von Sperner ([1], S. 378, Satz B) in ähnlicher
Weise, wie Satz 2 den LEBESGUEschen Pflastersatz umfasst.

Beweis des Lemmas: Wir nehmen entgegen der Behauptung an, dass

"h A« 0 (4)
k^i

ist.
Um jeden Punkt x aus dem Inneren Kn von Kn wird eine abgeschlossene

Umgebung Ux gelegt, die ganz im Inneren von Kn liegt und die wenigstens eines der Ak
nicht schneidet. Wegen der Abgeschlossenheit der Ak und der Bedingung (4) ist das

möglich.
Um jeden Randpunkt x e dKn legen wir ebenfalls eine abgeschlossene Umgebung

Ux und zwar nach folgender Methode: Jedes x e dKn liegt in mindestens einem der Bk.
Gilt etwa x e Bk, so betten wir x in eine so kleine abgeschlossene Umgebung Ux ein,
dass Ak von Ux nicht getroffen wird und dass die Vereinigung

xeBk

kein Antipodenpaar von dKn enthält. Da Bk kein Antipodenpaar besitzt und Sn und
Bk kompakt sind, ist das möglich.

Unter den Ux wähle man nun endlich viele Uxj heraus, die Kn überdecken.
Anschliessend bilde man die Vereinigung

*J €Bk XjE Kn

uxj nAk0
Jedes Uxj ist in wenigstens einem Ck enthalten, also folgt

n+l
KnC[JCk.

k 1

Ausserdem gilt
CknAk 0, k=l, ,n + l

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 1 für die Überdeckungen

K'=()Ak, _'="U(C(n„»)
k ~ 1 k 1

erfüllt. Also gibt es wenigstens ein Ck, welches ein Antipodenpaar besitzt.
Andererseits besitzt aber nach Konstruktion keines der Ck ein Antipodenpaar.

Damit ist ein Widerspruch erreicht und es gilt die Behauptung

n + l
()Ak* 0. -
*~i
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Bemerkung: Herr H Hadwiger (Bern) übersandte mir einen anderen Beweis des

Lemmas, der auf folgender Tatsache fusst Überdecken die abgeschlossenen Mengen
AlfA2, An + 1 mitsamt ihren Antipodenmengen A*k die n-dimensionale Sphäre

n 1

dKn + 1 und gilt AkDA*k 0 fur alle k, so folgt (J Ak 4= 0 ([3], S 83, Lemma 14). Dies
* i

zeigt den starken inneren Zusammenhang der Antipodensatze untereinander, worauf
H Hadwiger auch m [4] besonders hinweist

Aus dem Lemma folgt Satz 2, indem wir eme bekannte Schlussweise anwenden,
s [1], S 378

Beweis des Satzes 2: Mit Mt, i 1, n + 1, bezeichnen wir die Vereinigung aller
Ak, die zu Bt fremd smd, jedoch nicht fremd zu _5. mit y < i Jedes Ak hegt in genau
einem Mt, somit überdecken die Mt die Kugel Kn und es gilt Mt O Bt 0 fur alle

i 1, n + 1 Aus dem Lemma folgt daher

n 1

n Mt + 0
% i

Also gibt es wenigstens n+l Mengen Ak mit nichtleerem Durchschnitt -
3. Anwendung

Mit Korollar 1 lasst sich leicht folgender Existenzsatz fur Losungen nichtlinearer
Gleichungen beweisen

Satz 3: Es seien f Kn -> Rn, g Kn -> Rn stetige Abbildungen, die auf dKn folgende
Bedingungen erfüllen

(a) fur alle /u, > 0 folgt /(— x) 4= ftf(x),
(b) fur alle X mit 0 < X < 1 folgt f(x) 4= X g(x)

Dann gibt es ein xe Kn mit

f(x) g(x)

Fur f(x) x und | g(x) | < 1 (x e Kn) erhalt man daraus den BROUWERschen Fix-
punktsatz, wahrend sich fur g(x) 0 der BoRSUKsche Antipodensatz (Krasnosels'kii
[5], S 100, Theorem 2 4') ergibt Satz 3 lasst sich umgekehrt muhelos aus dem
BoRSUKschen Antipodensatz herleiten (uber die Homotopie <p(x, t) =f(x) — (1 — t) g(x),

te[0,l})
Beweis: Wir benutzen die Norm \x\ ]/£x* Die Funktionen/ bzw g werden zu

stetigen Funktionen /, g auf K\ {x e Rn\ \ x\ < 4} erweitert durch folgende
Festsetzungen

f(x) fur |*| < 1

/(*)
/(,:,) furl<|,|<2

/(,:,)-(w-2)/(-,:i) to2<M<3

/(i:,)-/(-w) to3<n<4
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g(x) für | X | < 1

(2-U|)g(T5r) fürl<|*|<2
0 für 2 < |*| <3
(|*| -3)-p für 3 < |*| <4

Dabei sei p ein beliebiger Punkt aus Rn mit positiven Komponenten pk > 0 und

Das obenstehende Minimum ist wegen (a) positiv.
Wir bilden nun die abgeschlossenen Mengen

Ak {x e K* \fk(x) > g»} i=l «,

_4„ + 1 {* G XJ | für alle k 1, n gilt /,(*) < &(*)}

(/Ä, g* Komponenten von/, g). Sie überdecken offenbar Kn. Man überzeugt sich davon,
dass die Alf An + 1 antipodenpaarfrei auf dK% sind (auf dK% ist g (x) p). Also
besitzen die Ak nach unserem Korollar einen gemeinsamen Punkt x0, für den, nach
Definition der Ak, nur

f (*o) £ (*o)

gelten kann. Die/, g sind aber so konstruiert, dass sie, wegen (a) und (b) in 1 < | x\ < 4

stets f(x) 4= g(#) erfüllen. Also folgt

/(*o) g(*o) • ~

Das Korollar im Abschnitt 1 erscheint also als topologisches Konzentrat sowohl
des BROUWERschen Fixpunktsatzes als auch des BoRSUKschen Antipodensatzes.

Friedrich Wille, Freiburg i. Br.
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