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Damit sind nach dem Hilfssatz in Nr. 5 alle Moglichkeiten erschépft, und das
Endergebnis lautet:

Durch jede Viviani-Kurve lisst sich eine einzige reguldre Kreisringfliche W legen;
thr Mittenkreis hat einen Halbmesser, der gleich dem eineinhalbfachen Meridianhalb-
messer 1st.

Auf die durch eine Viviani-Kurve v legbaren Dupinschen Zykliden soll an anderer
Stelle eingegangen werden. Je zwei dieser Flichen, zu denen auch unsere spezielle
Kreisringfliche ¥ gehért, sind im Bezug auf die Trigerkugel von v invers.

Joser Krames, TH Wien
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Uber Kriimmungen hoherer Ordnung in den
Scheitelpunkten einiger ebener Kurven und deren
konstruktive Auswertung

Die Darstellung ebener Kurven durch Stiitzfunktionen und ihre ersten Ableitun-
gen erweist sich fiir differentialgeometrische Untersuchungen z.B. an Eilinien, bei
denen die erforderlichen Differenzierbarkeitsbedingungen erfiillt sind, als vorteilhaft.
Im folgenden soll diese Darstellungsweise auf Kegelschnitte angewandt werden,
wobei ein Brennpunkt als Pol der Stiitzfunktion fungieren soll. So gestaltet sich die
Einfiihrung der Stiitzfunktion besonders einfach, weil die auf einen Brennpunkt eines
Mittelpunktskegelschnittes bezogene Fusspunktkurve mit dem Hauptscheitelkreis
des Kegelschnittes identisch ist. Bei der Parabel fillt die auf den Brennpunkt be-
zogene Fusspunktkurve mit der Scheiteltangente zusammen.

Fiir die folgenden Rechnungen werde der Brennpunkt des darzustellenden Kegel-
schnittes in den Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems gelegt. Ferner sei
der Hauptscheitelkreis durch die Gleichung

(= 1)+ 9% = (s — 0
gegeben.

Von den Parametern s und ¢, deren geometrische Bedeutung aus Bild 1 ersichtlich
ist, werde vorausgesetzt: s < 0, s + ¢, 2{. Wendet man auf das Dreieck FM(Q den
Cosinus-Satz der ebenen Trigonometrie an, erhdlt man nach elementarer Um-
formung fiir die Stiitzfunktion die Darstellung

p(w) = tcosw — W mit W =}/st —2st+ £ cos?o . (1)
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Unter Beibehaltung des in Figur 1 eingefiihrten Achsenkreuzes werde die analytische
Darstellung des Kegelschnittes auf die entsprechend orientierte GauBsche Zahlen-

ebene bezogen. Man erhilt so eine komplexe Funktion des reellen Parameters o der
Gestalt

2w) = (p+ip)d® =t — (Wi W)e®. 2)

Tangente

Figur 1

Ferner gilt fiir die n-te Evolute E, ganz allgemein die Darstellung

-1

E, = #(o) — 6% Xt r, mit 7, = p0(w) + pE+(w) o)
k

)
Fiir », = » + »”" ergibt sich in vorliegendem Fall
0 g £

;b+;b”=“—s(s_2v93(s*t)2. )

Tragt man diese Grosse auf der zugehérigen Kurvennormalen gemdss der durch (3)
aufgeprigten Orientierung ab, fithrt dies auf den entsprechenden Punkt der ersten
Evolute. Aus (4) ergeben sich unter Verwendung der an Kegelschnitten iiblichen
Bezeichnungsweise '

s=—a+eund t=c¢ (5)

fiir die Radien der Scheitelkriimmungskreise (w = st und w = 3/2 #) die zu erwarten-
den Ausdriicke

(im Fall der Ellipse). Die erste Ableitung von (4) liefert

{)/ + p/// _ [/[3/5 st2(t—s)2(2¢— s)sinw - cosm .

Der Kriimmungsradius der ersten Evolute verschwindet hiernach fiir w = £ /2 mit
k=1, 2, 3, 4. Dies bestitigt, dass die erste Evolute Spitzen in ihren den Scheiteln
des Kegelschnittes zugeordneten Punkten aufweist. Die zweite Ableitung von (4)
fiihrt auf eine Darstellung fiir den Kriimmungsradius der zweiten Evolute als
Funktion von w.
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Sie lautet:

p"+p" = :W—f— (s2— 2st) (s — £)2 2 {5 2 sin®w cos?w + W2 (cos?w — sinw)}  (6)

Setzt man darin w = & bzw. w = 3x/2, so folgt mit den in (5) eingefithrten Be-
zeichnungen fiir die den Scheiteln zuzuordnenden Kriimmungsradien der zweiten
Evolute:

3 (a® — e?) e? b 3 3 a e?
,,2(%) = et ZW. ¥, (2 n) = (a2 ;}55)“3/?

(im Fall der Ellipse). Fiir die folgenden Betrachtungen werde der Scheitelpunkt S
und die Grosse

plo) + p'(w) = — 720
(Radius des Scheitelkriimmungskreises) festgehalten. Dagegen soll der Mittelpunkt M
des Scheitelkreises in seiner Lage auf der allen Kegelschnitten des Biischels gemein-
samen Achse variieren, und es interessiert die Zuordnung, welche zwischen M und
dem auf S bezogenen Punkt E; der dritten Evolute besteht.

Die weiteren Rechnungen orientieren wir auf einen in der gemeinsamen Achse
liegenden Zahlenstrahl mit S als Nullpunkt. Darauf werde dem Punkt M die Ko-
ordinate X; und dem Punkt F, die Koordinate X, zugeordnet. Setzt man ausserdem

s{(s— 2%

To=— — =5 s so gilt X; =s —tund X, =7,

§2—2st— 212
(s —1)*

Die Punktreihen {M} und {E,} sind folglich durch eine projektive Verwandtschaft in
vereinigter Lage miteinander verkniipft, welche durch die Gleichung

X Xo+ 27X, —37,=0 (7)
beschrieben wird.
{M} und {E,} bilden auf der gemeinsamen Trigergeraden entgegengesetzt laufende
Punktreihen mit sich selbst entsprechenden Punkten bei E = 7, und G = — 3 7,.
Die Gegenpunkte dieser Projektivitit liegen bei U; = 0 und V, = —27,.
Daraus resultiert fiir die Potenz dieser Projektivitit

und die Charakteristik der Projektivitit 6 = —1/3.
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Ferner ldsst sich aus Gleichung (7) und (8) die in Figur 2 angegebene Konstruk-
tionsvorschrift fiir ein Paar einander zugeordneter Punkte auf der dem Kegelschnitt-
biischel gemeinsamen Achse ableiten. Die gefundenen Ergebnisse werden in folgen-
dem Satz zusammengefasst:

Fiir ein Biischel von Kegelschnitten mit gemeinsamen Scheitelpunkt S und

Scheitelkriimmungskreis » besteht auf der diesen Kegelschnitten gemeinsamen

Achse eine projektive Punktverwandtschaft zwischen den Mittelpunkten M

dieser Kegelschnitte und den auf S bezogenen Punkten E; der dritten Evoluten.

Die Punktverwandtschaft wird durch Gleichung (7) beschrieben.

Wesentliche metrische Aussagen iiber die Kegelschnitte des Biischels lassen sich bei
variabler Lage von E, beziiglich des gemeinsamen Scheitelkriimmungskreises wie
folgt zusammenfassen:

Lage von E4 beziiglich des
Scheitelkriimmungskreises #  Art des zugeordneten Kegelschnittes

Xy > 1y Ellipsen mit S als Nebenscheitel

Xy =17, Kreis (identisch mit dem Scheitelkriimmungskreis x)
— 27, < X, <7, Ellipsen mit S als Hauptscheitel

Xy=—27, Parabel

X, < =27, Hyperbeln

Gilt speziell X, = — 5 7,, liegt eine gleichseitige Hyperbel vor. In den sich selbst
entsprechenden Punkten E und G fillt der Mittelpunkt des Kegelschnittes mit dem
auf S bezogenen Punkt der dritten Evolute zusammen. Im ersten Fall handelt es sich
um einen Kreis und im zweiten Fall um eine Hyperbel, deren Achsen die Proportion
a:b=)3:1 erfillen (Figur 3).

gemeinsamer
Scheitelkrammungskrers
6k U,-SD .
> + FAS
h 2
Hyperbeln - Hyperbel mit a>b  Ellipsen mit S [ Ewipsen mit S
mit @ <b | ais Hauptscheitet | als Nebenscheitel
gleichseitige
Hyperbe! Parabe! Kreis

Figur 3

Die hier gefundene projektive Punktverwandtschaft soll bei ndherungsweiser
Konstruktion der Biegelinie eines auf Druck belasteten homogenen Stabes der Linge
l, angewendet werden. Entsprechend dem in Bild 4 vorgelegten Belastungsfall lautet
die Differentialgleichung der Biegelinie:

Y +uy (L +yYR=0 mit p= ME%- und P — .—E,{%zi . 9)
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Fiir den Scheitelpunkt der Biegelinie gelten die Bedingungen

l , (]
y ('2”) = und y (~2—) =0.
Daraus resultiert durch Einsetzen in die Differentialgleichung und ihre weiteren
Ableitungen:

y”(é):_—,ud, y"(3) =0 und v () =wrd (@ —3ua). (10

Weiterhin lassen sich die hoheren Ableitungen durch die Kriimmungsradien dieser
Kurve und ihrer ersten und zweiten Evolute — auf den Scheitelpunkt der Biegelinie
bezogen — ausdriicken. Es bestehen die Gleichungen:

" A 1 " ! (4 " l 1 ¢
y (2) = v, , y/ (_2_) —_ %’ y 4 (2) = ;/84 (3 ré—-{-— 37’?"—1’072) . (11)
Aus dem Vergleich der Darstellungen (10) und (11) fiir die héheren Ableitungen folgt:

1 1
70:—""/1;6’{‘, 71:0, 7’2:—;2*d3, ng—drz. (12)
Die Kritmmungsradien 7, und 7, sind auf der Kurvennormalen von S bzw. E; aus
gemiss der Darstellung (3) fiir die n-te Evolute abzutragen. Allgemein stellt ein
Schmiegkegelschnitt an eine Kurve eine Hyperbel, Parabel, Ellipse dar, falls fiir die

ersten drei Kriimmungsradien beziehentlich folgende Bedingung gilt:
97g +47;—3797,50. (13)

Setzt man darin die in (9) und (12) angefiihrten Grossen ein, folgt fiir die Art des im
Scheitelpunkt von 5. Ordnung berithrenden Schmiegkegelschnittes

V37 d — 1, < 0 Hyperbel,
V37 d —l,=0 Parabel,

V37 d —l,> 0 Ellipse mit S als Hauptscheitel .

Hierin bedeuten d die Auslenkung des Stabmittelpunktes S aus der entspannten Lage
und /, die Linge des unverformten Stabes, also zwei der Messung unmittelbar zu-
gingliche Grossen.

Bei ndherungsweiser Berechnung der Biegelinie wird i.allg. das Glied y’2 der
Differentialgleichung als vernachlissigbar klein gegen 1 angesehen. Die Rechnung
fithrt unter dieser vereinfachenden Annahme auf eine Sinuslinie. Da diese Kurve
jedoch nur Hyperbeln als Schmiegkegelschnitte zuldsst, die in Bezug auf die Wende-
punkte in doppelt zihlende Geraden, ndmlich die zu diesen Punkten gehorigen
Wendetangenten zerfallen, diirfte die Beschreibung der Biegelinie fiir Y3 d > [,
durch eine Sinuslinie eine kaum brauchbare Annédherung sein.

Figur 4 zeigt die Konstruktion des Schmiegkegelschnittes im Scheitelpunkt der
Biegelinie aus den Grossen /, und d fiir den Fall |3 & d > [, unter Ausnutzung der
zwischen M und E, bestehenden projektiven Punktverwandtschaft. Der Kegelschnitt
nihert die tatsichliche Biegelinie im Scheitelpunkt von 5. Ordnung an, wihrend die
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Sinuslinie nur eine Ndherung dritter Ordnung darstellt. Der relative Fehler des
Kriimmungsradius 7, der zweiten Evolute beziiglich des Scheitelpunktes belduft sich
bei der Sinuslinie auf

Ar,

£

3 n® d?
&

@
LS
L=t
(733

[]
=
M,

W
™
R 4

Figur 4

Ausbiegungen von Stdben unter Druckbelastung in der hier betrachteten Grossen-
ordnung kann man z.B. bei den in verschiedenen Sportarten verwendeten Glasfiber-
stdben beobachten.

Abschliessend sollen die Bilder der Funktionen y = coscx — 1 und y = coshcx — 1
in ihrem gemeinsamen Scheitelpunkt S auf die h6heren Kriimmungsradien untersucht
und die zugehérigen Schmiegkegelschnitte konstruiert werden.

Die sinngemisse Anwendung der Formeln (11) auf die Cosinus-Linie im Punkt
S(0, 0) ergibt fiir die ersten drei Kriimmungsradien folgende Werte:

1 1
o= — —3, r,=0, rzz—F(1+3c2). (14)
Fiir die Kettenlinie erhidlt man in gleicher Weise:
o= =, 7 =0, Fy——-L(1-3c (15)
o=@z Nh=Y, - S c? .

Aus (13) folgt, dass der in S von 5. Ordnung beriithrende Schmiegkegelschnitt fiir die
Cosinus-Linie eine Hyperbel und fiir die Kettenlinie eine Ellipse darstellt. Die auf den
gemeinsamen Scheitelpunkt S bezogene Evolutenpunkte E; bzw. E, liegen auf der
y-Achse.
Nach (3), (14) und (15) ergeben sich die Koordinaten
1 1 g 1 =y 1
E, (o, — ‘Ez‘)' E, (o, S (Lt 2c2)) bzw. E, (o, ?2) E, (o, = (1—20).

Damit errechnen sich nach Gleichung (7) fiir die Mittelpunkte M und M der Schmieg-
kegelschnitte beziiglich des gemeinsamen Scheitelpunktes die Koordinaten M (0, 3)
und M(0, 3).
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Dieses Ergebnis zeigt, dass die beiden Schmiegkegelschnitte einen gemeinsamen,
von ¢ unabhingigen Mittelpunkt und gemeinsame Achsen haben. Die Diagonalen des
Achsenrechtecks der Ellipse (Schmiegkegelschnitt der Kettenlinie in S) sind zugleich
die Asymptoten der Hyperbel (Schmiegkegelschnitt der Cosinus-Linie in S). Im Fall
¢ = 1 gilt fiir das Achsenverhiltnis a: b = }/3: 1 (Bild 5).

by

<7
T

Figur 5

Fiir ¢ = 1/)3 ist der Schmiegkegelschnitt an die Kettenlinie ein Kreis mit dem
Radius 7 = 3 und an die Cosinus-Linie eine gleichseitige Hyperbel. Die zwischen den
Kriimmungsradien und Schmiegkegelschnitten der beiden Funktionen bestehenden
Wechselbeziehungen resultieren aus der Gleichung cos ¢ x = cosh c ¢ x.

EBERHARD SCHRODER, TU Dresden
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