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Foy = ("5 )+ (5) - 22— g, (43)
K = (5) +2(%) - kb A § AT (44)

mit
]%Sn(n~2)(5n—38), wenn # = 4 2 (mod 12) ,

Eym) =1 tha}
‘74—~8—~n(n~4) (5n—28), wenn #»n = 4 4 (mod12).

Ist n = 0 (mod 6), so sind alle Punkte aus (25) und (36) Schnittpunkte von min-
destens drei Diagonalen. Fiir n > 6 treten Schnittpunkte von mehr als drei Diagonalen
auf, wie sich zum Beispiel durch Einsetzen von a =1, b= (2#/3) —1,c=3, d =
(5#/6) — 1 und & = /2 in (12) und Beachten von (25) zeigt. (42), (43) und (44) mit
Eg4(n) aus (40) stellen also fiir diese regulidren #-Ecke echte obere Schranken dar.

HEeiko HARBORTH, Braunschweig
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Bei dey Kovvektur: Herr Dr. H. HEINEKEN teilte mir inzwischen mit, daB3 eine Arbeit
von ihm zum gleichen Thema in den Rendiconti Sem. U. Padova erscheinen wird.

Kleine Mitteilungen

Ein einfacher Beweis der Stirlingschen Formel

Die bekannte Stirlingsche Formel, welche % ! durch eine geeignete einfache Funktion
von # abschitzt, soll hier aus zwei sehr elementaren Hilfssitzen (vgl. [1]) hergeleitet
werden.

. 1\x+05
Hilfssatz 1. Fiir x > 0 gilt e < (1 + 7)

Beweis. Es ist

1 1 o 1 1 2(x+ 0,5+ 1
1/(x +0,6) __ - ’
e =+ 2Fo5 T 2109 ‘*’é; yT w057 <t 21058
1 b 1 1 622+ 7,5%+ 2,5 1
=14 —- 14+ =,
G (* 4+ 0,5)3 7;}' 4i (¥ + 0,5)7 T 612+ 7,52+ 34 (3/8%) * x (1)
Nun setzen wir zur Abkiirzung
-n-0,5

nle®n =y, m=1,2,3,..). (2)
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Es folgt
Yoy _ (m+ 1) en” 95 B e

Vn (m4+1)* T8 (14 1) 0P

Die y, bilden eine streng monoton abnehmende Folge. Daraus ergibt sich

Pr=26> Yy > Yg... ;0! < (n/e)"ﬂe fir n=23,....
Weil die y, alle positiv sind, existiert

limn!e® n= "% = limy, = ».

n—>00 n-—>00

Jetzt soll y auch nach unten abgeschitzt werden.

1\x+0,5— (1/4x)
) <e.

Hilfssatz 2. Fir x > 0 gilt (1 + -
Beweis. Wir haben fiir ¥ = 0,5 stets ¥ + 0,5 — (1/4 #) > 0 und

1 1 1
1 — 1 . 1/(x 4+ 0,5 - (1/4x))
+ X <t+ x4+ 0,5— (1/4 %) T 2(x+0,5——(1/4x))2<e g

weil

1\2 1
2(x+0,5—~T;)<2x(x+0,5——4—x)+x, 1< 4x.

Fir 0 < »# < 0,5 ist

1\#+ 0,56~ (1/42) 1\
(1+—-) <(1+~—)<e.
x x

Hiernach ergibt sich aus (3)

n
Yn+1 ( 1 )—1/4", er e? ( 1 )—1/4v
2L > (14— ; = > e 1+ = .
Vn " V2 2 VZ VYn+1 2 '/—2— g »
Fiihren wir die Bezeichnung
* 1\»
I]-(+ 2"~
y=2 ¥
ein, dann wird
" "
1 1 1 1 1 1 3
1ogP,,=271og(1+ 7) <Y s <gtgstsato—4
p=2 v=2
Nach (8), (9) und (10) ist
29/16
£ ot _ &0 2,12.

¥
x
V
B
|
|

2V2

Damit ist die in (5) definierte Konstante y abgeschitzt:

£20/16
212 <~ Sy <e< 272.
2Y2

n ! besitzt die Grossenordnung e~ " n* + 95

(10)

(11)

(12)

Der wahre Wert von y betrigt bekanntlich J2 n &~ 2,5066. Durch etwas grésseren

Rechenaufwand ldsst sich y elementar genauer als in (12) bestimmen.

H.-J. Kanorp, TU Braunschweig
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Die Wallaceschen Geraden und die Feuerbachschen Kreise
in einem Sehnenviereck

Die Punkte 4,(i = 1, 2, 3, 4) in der natiirlichen Anordnung seien die Eckpunkte, «, die
Innenwinkel eines Sehnenvierecks. Es seien weiter Q,, Q; die Fusspunkte der Senkrechten,
die vom Eckpunkt 4, auf die Seiten gefdllt sind, die nicht durch den Eckpunkt 4; gehen.
Q; seien die Fusspunkte der Senkrechten, die aus dem Eckpunkt A4, auf die Diagonale ge-
fallt sind, die nicht durch diesen Eckpunkt geht. Die Punkte Q,, Q;, Q7 liegen, wie bekannt
ist, auf der Wallaceschen Geraden s;, die dem Eckpunkt 4, in bezug auf das Dreieck, das
durch die drei iibrigen Eckpunkte gebildet ist, zugehért. Dann gilt:

Satz 1. Die Wallaceschen Gevaden s; (1 = 1, 2, 3, 4) schneiden einander in einem Punkte
S.

Satz 2. Die drei Punktequadrupel {Q;}, {Q;}, {Q7} liegen auf dvei konzentrischen Kreisen
mit S als Mittelpunkt, sie bilden die Ecken dreier Sehmnenvievecke, die dem gegebenen Vieveck

{A,} gegensinnig dhnlich sind. Die vier Strecken Q; Q] sind einander gleich.

Beweis: Da Q} und Qj auf dem Kreis iiber dem Durchmesser 4, 4, liegen, gilt
{AZQiQQZ{AzAlA;;:{A2A4A3..., (1)

Figur 1
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also Q7 Qs || A3 A, und ebenso

Qe Qs ll Ay 4y, QsQulldi 4y, QiQilld,45... 5 (2)

das Viereck {Q; Q; Qs Qj} ist also gleichwinklig mit dem Viereck {4, A, A3 4,}, und da
die Diagonale Qi Q3 mit Q7 Q3 nach (1) den gleichen Winkel bildet wie die homologen
Stiicke 4, A3 und A4, 4,, so folgt der Hilfssatz: Durch die Zuovdnung A; > Q; ist eine
gegensinnige Ahnlichkeitsabbildung dev Ebene auf sich bestimmt.

Es sei jetzt O der Mittelpunkt, » der Halbmesser des Umkreises des gegebenen Sehnen-
vierecks {4, A, A5 A,}.

Wir zeigen, dass den vier Geraden O 4, bei dieser Abbildung die vier Geraden s; ent-
sprechen. Nun ist der Winkel zwischen s, und Q7 Q; nach (2) gleich dem Winkel zwischen
s, und 4, A, und damit (Sehnenviereck 4, 4, Q, Q1) gleich dem Winkel 4, 4, Q1, der das
Komplement von < 4, 4, A, darstellt (der Hailfte des Zentriwinkels 4; O 4,). Die
Gerade s, bildet also mit der Seite Q7 Q; denselben Winkel, wie die Gerade 4, O mit der
Seite 4, 4,.

Die Geraden s; gehen also alle durch einen Punkt S, der in jener Abbildung dem Punkt
O entspricht, womit Satz 1 bewiesen ist. Indirekt kann man auch die Umkehrung dieses
Satzes beweisen.

Entsprechend (2) gelten

QIQZ “A3A4! Q2Q3 “A4A1’ Q3Q4 ”AIAZ’ Q4Ql ”A2A3

und die analogen Relationen
1921143 44, 20l dg 4y, sQull 4, 4,, 1 Q111 4z 4.

Soweit es sich hier nicht um Identitdten handelt, sind sie wie (2) zu beweisen. Es gilt also
der Satz 2.

Satz 3. Der Schnittpunkt S dev Wallaceschen Geraden s; des Satzes 1 ist dev gemeinsame

Punkt der vier Feuerbachschen Kreise F,, die durch die Dreiecke {A; Ay A, } bestimmt sind

(¢, 7, B, m eine beliebige zyklische Pevmutation dev Zahlen 1, 2, 3, 4).

Figur 2

Beweis: Bezeichnen wir mit O,; den Mittelpunkt der Seite 4; 4;, mit F; den Feuer-
bachschen Kreis des Dreiecks {4; 4, 4,}, mit X, seinen Mittelpunkt (¢, j, &, m eine belie-
bige zyklische Permutation der Zahlen 1, 2, 3, 4).



Kleine Mitteilungen 113

Da z.B. Q; Hohenfusspunkt im Dreieck {4, 4, 4,} ist, so ist der Kreis durch Oy,, O,,,
Q; der Feuerbachsche Kreis F, dieses Dreiecks, sein Radius also gleich #/2. Um zu zeigen,
dass S auf diesem Kreise liegt, dass also < Q; S O,3 = <X Q3 O,, O,,, beachte man, dass
der erstere als Hilfte des Zentriwinkels Q; S Q; wegen der Ahnlichkeit der Vierecke
{A;} und {Q;} auch die Hilfte des homologen Zentriwinkels 4, O 4,, also gleich dem
Peripheriewinkel A, A; Ay = <X Ay Oyy Og3 = X Qp 045 Oy, ist.

Bemerkung: Betrachten wir noch ein gegebenes Sehnenviereck {4}, ¢ =1, 2, 3, 4.
Lassen wir z. B. die Eckpunkte 4,, A,, 4, fest und auf dem Umkreise wihlen wir statt des
Eckpunktes 4, einen anderen Eckpunkt 4;. Es sei S’ der Schnittpunkt der Wallaceschen
Geraden s; des Vierecks {4, A, A5 A;}. Nach Satz 3 liegt dieser Schnittpunkt auf dem
Kreise Fj, der, weil die Punkte 4,, 4,, A, fest sind, mit dem Feuerbachschen Kreis F,
identisch sein muss. Es gilt also

Satz 4. Wenn dev Punkt A, bei fest gegebenen Eckpunkien A, Ay, Ay den Umkreis dieses
Dreiecks durchliuft, so beschveibt dev Schnittpunkt S der Wallaceschen Gevaden s; des Vierecks
{4}, 1 =1, 2, 3, 4, den Feuerbachschen Kreis des gegebenen festen Drveiecks {A;}, i =1, 2, 3.

Die Mittelpunkte X, (< = 1, 2, 3, 4) der Feuerbachschen Kreise F, liegen offensichtlich
auf dem Kreise um S, mit dem Halbmesser /2.

Nach der Konstruktion ist

SO0, | 232, SO0y | 2,2 ;
fiir die Grosse des Innenwinkels < X2, des Sehnenvierecks {X} erhalten wir
XLy =2R — X0y S0,,.

Weiter gilt wieder nach der Konstruktion

Oyp 45 = 01, 03, Ogs Ay = O3 O
daraus folgt
A Og3 Q5 019 = A Oy3 4, 0y, (3. Kongruenzsatz)
und daher

X Oy Qé Opp= ¥ 0y3 4,0, = 5.

Da die Punkte O,,, Q,, S, Oy, auf dem Feuerbachschen Kreise F, liegen, folgt augenblick-
lich
X 033 Q2015 = X 033 S O0qp = 0t .
Dann ist
XZy=2R — 40,3 50;,=2R — oy =04.
Ahnlich erhalten wir
X 2= a4, X 2, = oy, X Xy =ag.

Das Viereck {X} ist also dem Viereck {4} winkelgleich; dass dieses Viereck dem Vierecke
{A4,} dhnlich ist, ergibt sich aber leicht, wenn man beachtet, dass nicht nur die homologen
Seiten, sondern auch die homologen Diagonalen parallel sind (Ahnlichkeitsverhiltnis =
1/2).

Es sei noch K der Kreis um S, der alle vier Feuerbachschen Kreise F; in den Punkten
T, beriihrt. Man kann leicht zeigen, dass das Viereck {4} mit dem Viereck {T;} kongruent
ist:

SE:ST,=1:2; ZE LT, T;, T,T,=2%%=4;4,.

Der Satz 2 kann also so erweitert werden: ‘

Die Punktequadrupel {Q.}, {Q:}, {Q3} {Z} {T;} legen auf finf konzentrischen Kreisen
um S; sie bilden die Ecken von fiinf Sehnenvievecken, die dem gegebenen Vieveck {A} dhnlich
sind. Die vier Strecken Q; QI sind einander gleich, die Vievecke {4}, {T;} kongruent.

JoseF BrEjcHA, Brno
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Angles of a Parallelogram with Vertices in Lattice Points

In the book [1] the following theorem is proved (p. 9).

Let four lattice points be the vertices of a rhombus (being not a square) and « — its angle.
Then o/n is an irrational number.

Here we prove the following generalization of this theorem:

Let four lattice points be the vertices of a pavallelogvam and o — its angle < nj2. Then afn
is an trrational numbey ov o = 2 n/n, wheve n = 4 or 8.

Proof. The area S of such a parallelogram is given by the formula S = x» y sin«,
where x¥ and y are the lengths of non-parallel sides of a parallelogram. It is known that the
area of any polygon with vertices in lattice points is a rational number ¢ (with denominator
1 or 2). Hence

g =xysina. (1)

» and y as the distances between lattice points are square roots of integers: x = l/rv,

y=Vs. Substituting these values into (1) we get sina = }/q2/r s = }/t, where ¢ is the rational
number ¢?/r s and we see that sina is an algebraic number at most of the second degree.

Let o be a rational multiplicity of n: « = 2 = k/n, kB, n — positive integers, (&, n) = 1,
1 < k < n/4. As follows from the theorem of LEHMER ([2], p. 37-38), for » + 4 the number
2 sin 2 = k/n is an algebraic integer of degree ¢(%), ¢(%)/4 or ¢(n)/2 according as (%, 8) < 4,
(n, 8) = 4 or (n, 8) > 4. We must find all values of » such that sin 2 # £/n is an algebraic
number of degree 1 or 2, i.e. £ = 2sin 2 m k/n is an algebraic integer of degree 1 or 2.

1. Suppose 2 + n. Then (n, 8) =1 < 4 and & is an algebraic integer of degree ¢().
The only odd integers #» such that ¢(n) = 1 or 2 are 1 and 3.

2. Suppose 2 | n and 4 + n. Then (n, 8) = 2 < 4 and & is an algebraic integer of degree
@(n). The only integers » such that 2 |», 4 + » and ¢(n) = 1 or 2 are 2 and 6.

3. Suppose 4 |#» and 8 + ». Then (u, 8) = 4 and £ is an algebraic integer of degree
¢(n)/4. The only integers = such that 4 | #, 8 + » and ¢(n) = 4 or 8 are 12 and 20.

4. Suppose 8 | n. Then (n, 8) = 8 > 4 and & is an algebraic integer of degree ¢(n)/2.
The only integer » divisible by 8 and satisfying ¢(n) = 2 or 4 is 8.

Because it must be # > 4, it remains to consider only the cases » = 4, 6, 8, 12, 20.

Evidently n = 4 is possible, because & = 2 /4 is an angle of the unit square. Similarly,
n = 8 is possible as the acute angle of the parallelogram with vertices (0, 0), (0, 1), (1, 1),
(1, 2) is equal to 2 7/8.

Now we exclude the values » = 6, 12 and 20. Suppose that (0, 0), (¥, 2), (v, t) and
(¥ + 9, 2z + t) are the vertices of a parallelogram with the angle 2 n/6 at the vertex (0, 0);
%, ¥, z, t are integers (evidently x% 4+ 22 > 0, y2 4 2 > 0). Then

3___0082n_ xy+ 2t
2 6 Vx2+22Vy2+ 12 :
Hence
2L 224 YR 2 =422 L Byt + 42202
or

222 —2xyzt+ 922 =3(x2y2+ 2xyzt+ 221Y
and (¥t — y 2)? = 3 (v y + 2£)2. This implies
xt—yz=0, xy+2t=0.

We multiply both sides of the first equation by x, both sides of the second by z and add;
we obtain (% 4 2%) £ = 0. Similarly, multiplying by — z and », we get (2 + 2%) y = 0.
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Because x% + 22 > 0, we get ¢ = y = 0, which is impossible. The angle 2 n/12 is also
impossible, because if (0, 0), (a, ¢), (b, d), (@ + b, ¢ + d) are vertices of a parallelogram
with the angle 2 z/12 at the vertex (0, 0), then the parallelogram with vertices (0, 0),
(¢, — a), (b, d), (b + ¢, d — a) has an angle 2 n/6, which has been shown to be impossible.
n = 20 is impossible, because sin 2 7/20 = (}/5 — 1)/4, which is not of the form }/¢ for
rational ¢.

We observe that the theorem may be stated in the following equivalent form:

If o« = 2 7w k[n (R, n — positive integers, n > 4, B < n/4, (k, n) = 1) is an angle between
two straight lines passing thvough a lattice point and on each of them theve ave other lattice
points (evidently, infinitely many), then n = 4 or 8, k = 1, i.e. a = 90° or 45°.

It is evident that the hypothesis, that the straight lines have one lattice point in
common, is not essential (we may translate one line).

ANDRZEJ MaKowskl, Warsaw, Poland
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On Hall’s Third Definition of Group

MarsHALL HALL, JR. in [1], p. 6, gave a definition of group in the terms of operation /
defined on the pairs of elements of the set S. This operation satisfies the axioms

L1 ala=0>b/b L.2. a/(b/b) = a
L 3. (a/a)/(d/c) = c[b L 4. (a/c)/(blc) = alb.

It may be observed that L 3 is superfluous: I. 4 and L 1 imply L 3. Weputin L 4 ¢ = a:

(ala)/(b]a) = a[b;
in virtue of L 1 a/a = d/d, therefore

(d/d)/(b]a) = a/b,
which is L 3.
Now we prove that any of L 1, L 2, L 4 is independent of the others.
Let S = [0, 1] and we define operation / by the following tables:

1. |0
00
1)1

oy

2. |01 4. |0
0 0
0 1

- O
- O
oo
b b
—_O

The operation defined by the table » (n = 1, 2, 4) does not satisfy L » and satisfies the
remaining two axioms. For n =1 and 2 it is evident. In the case n = 4 it is also evident
that L 1 and L 2 are satisfied; if we put in L 4 a = ¢ = 0, b = 1 the left-hand side is
equal to (0/0)/(1/0) = 1/1 = 1 and the right-hand side is equal to 0/1 = 0.

A. Makowski, Warsaw
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