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m (" - X) + C) - (W-2)^-4) - E3(n) (43)

K(n) (l) + 2(*) - ^^-3E3(n) (44)

— n (n - 2) (5 n - 38) wenn n ± 2 (mod 12)
Es(n) 4X8 (45)

"48" n (n — 4) (5 n — 28) wenn n ± 4 (mod 12)

Ist n ee 0 (mod 6), so sind alle Punkte aus (25) und (36) Schnittpunkte von
mindestens drei Diagonalen. Für n > 6 treten Schnittpunkte von mehr als drei Diagonalen
auf, wie sich zum Beispiel durch Einsetzen von a 1, b (2 n/3) — 1, c 3, rf

(5 n/6) - 1 und h n/2 in (12) und Beachten von (25) zeigt. (42), (43) und (44) mit
E3(n) aus (40) stellen also fur diese regulären n-Ecke echte obere Schranken dar.

Heiko Harborth, Braunschweig
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Bei der Korrektur Herr Dr. H Heineken teilte mir inzwischen mit, daß eine Arbeit
von ihm zum gleichen Thema m den Rendiconti Sem U Padova erscheinen wird.

Kleine Mitteilungen
Ein einfacher Beweis der Stirlingschen Formel

Die bekannte Stirlmgsche Formel, welche n' durch eme geeignete einfache Funktion
von n abschätzt, soll hier aus zwei sehr elementaren Hilfssatzen (vgl. [1]) hergeleitet
werden.

/ l\* + 0,5
Hilfssatz 1. Fur x > 0 gilt e < 11 H 1

Beweis. Es ist

,i/(*+o,5) x __J^ + i +ri i < + 2(*+o,5) + i^ #+0,5 ^ 2(#+0,5)2 fa^ v! (#4-0,5)» 2 (x + 0,5)2

^6(x+0,5)*fa 41 (x+ 0,5)1 ^ x 6#2+ 7,5 # + 3+ (3/8 #) ^ ^ x' K)

Nun setzen wir zur Abkürzung

nUnn~n-°'5 yn (n 1,2, 3,...). (2)
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Es folgt
yn+1 _ (n +l)j n«^ e <± (3)

Yn (n-M)n + 16 (14-1/w)m + 05

Die yn bilden eme streng monoton abnehmende Folge Daraus ergibt sich

yx e > y2 > y3 n ' < (nje)n Yn e fur n 2, 3, (4)

Weil die y„ alle positiv smd, existiert

hm n Un n n 05 hmy„ y (5)
n->oo w->oo

Jetzt soll y auch nach unten abgeschätzt werden

/ l\* + 0 5 (1/4*)
Hilfssatz 2 Fur x > 0 gilt 11 + — J < e

Beweis Wir haben fur x ^ 0,5 stets # 4- 0,5 — (1/4 x) > 0 und

1 _i_ _i < i _: \ < em*+o 5 (i/4*)) (6)^ x ^ ^ # + 0,5 - (1/4 at) ^ 2 (at + 0,5 - (1/4 x))2 ^ ' y '
weil

2 (# 4- 0,5 - -——J < 2x (x + 0,5 - -—J 4- *, 1 < 4 # (7)

Fur 0 < x < 0,5 ist
/ l\*-f0 5 (1/4*) / 1\*(i + T) <(_+_)<.

Hiernach ergibt sich aus (3)

Vm±, / l\-l/4tt e2 e2 -r^r / 1\ V*v

^ \ W 2J/2 2 J/2 H \ W

Fuhren wir die Bezeichnung

LH' + t)""^- "»
v 2 X F/

em, dann wird

^n=i'4iog(i+i)<i'A<i+____r+_____+ =| (10)

Nach (8), (9) und (10) ist
e2 «/1Ä *29/16

^77?' =T7T>2'12 (11)

Damit ist die m (5) definierte Konstante y abgeschätzt

ß29/16
2,12 < j=r ^ y < e < 2,72 (12)

2 j/2
V

» ' besitzt die Grössenordnung 0 w«w + 05

Der wahre Wert von y betragt bekanntlich |/2~rä ^ 2,5066 Durch etwas grosseren
Rechenaufwand lasst sich y elementar genauer als m (12) bestimmen

H -J Kanold, TU Braunschweig
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Die Wallaceschen Geraden und die Feuerbachschen Kreise
in einem Sehnenviereck

Die Punkte At(i 1, 2, 3, 4) in der natürlichen Anordnung seien die Eckpunkte, at die
Innenwinkel eines Sehnenvierecks Es seien weiter Qt,Q" die Fusspunkte der Senkrechten,
die vom Eckpunkt A% auf die Seiten gefallt sind, die nicht durch den Eckpunkt At gehen
Q'x seien die Fusspunkte der Senkrechten, die aus dem Eckpunkt A% auf die Diagonale
gefallt smd, die nicht durch diesen Eckpunkt geht Die Punkte Qt, Q[, Q" liegen, wie bekannt
ist, auf der Wallaceschen Geraden st, die dem Eckpunkt At in bezug auf das Dreieck, das
durch die drei übrigen Eckpunkte gebildet ist, zugehört Dann gilt

Satz 1. Die Wallaceschen Geraden st (i 1,2, 3, 4) schneiden einander in einem Punkte
S

Satz 2. Die drei Punktequadrupel {Qt}, {Q[}t {Q"%} liegen auf drei konzentrischen Kreisen
mit S als Mittelpunkt, sie bilden die Ecken dreier Sehnenvierecke, die dem gegebenen Viereck

{A } gegensinnig ähnlich sind Die vier Strecken Qt Q" sind einander gleich

Beweis Da Qx und Q2 auf dem Kreis uber dem Durchmesser AXA2 liegen, gilt

<A2Q[Q2= ^A2AXAZ= ^A2AAA3 (1)

H

/

Au

Figur 1
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also Öi Q'2 | und ebenso

QiQiWAtA,, ßißiMx/l,. Q'iQ[\\A2A3 (2)

das Viereck {Q[ Q2 Q'% 04} ist also gleichwinklig mit dem Viereck {A1A2A3A4}, und da
die Diagonale Qx Q'z mit Q'x Q2 nach (1) den gleichen Winkel bildet wie die homologen
Stucke Ax _43 und AXA2, so folgt der Hilfssatz Durch die Zuordnung At-^Qft ist eine
gegensinnige Ähnlichkeitsabbildung der Ebene auf sich bestimmt

Es sei jetzt O der Mittelpunkt, r der Halbmesser des Umkreises des gegebenen
Sehnenvierecks {Ax A2 _43 _44}

Wir zeigen, dass den vier Geraden O A t bei dieser Abbildung die vier Geraden st
entsprechen Nun ist der Winkel zwischen sx und Q[ Q2 nach (2) gleich dem Winkel zwischen
sx und _44 _43 und damit (SehnenViereck Ax A4lQ1 Q'x) gleich dem Winkel AiA1Q[, der das
Komplement von <^c_41_44_42 darstellt (der Hälfte des Zentriwinkels AxOA2) Die
Gerade sx bildet also mit der Seite Q[ Q2 denselben Winkel, wie die Gerade AxO mit der
Seite AXA2

Die Geraden st gehen also alle durch einen Punkt 5, der in jener Abbildung dem Punkt
O entspricht, womit Satz 1 bewiesen ist Indirekt kann man auch die Umkehrung dieses
Satzes beweisen

Entsprechend (2) gelten

ß2 03 II A, Ax, 03 04 || AXA2 04 Qx || A2 AzQiQAÄzA,
und die analogen Relationen

Q'{ Ql || A3 _44 Ql Ql || _44 Ax, Ql Ql \\ Ax A2 QIQ\\\A2A,
Soweit es sich hier nicht um Identitäten handelt, smd sie wie (2) zu beweisen Es gilt also
der Satz 2

Satz 3. Der Schnittpunkt S der Wallaceschen Geraden st des Satzes 1 ist der gemeinsame
Punkt der vier Feuerbachschen Kreise Ft, die durch die Dreiecke {A Ak Am} bestimmt sind
(i, ;, k, m eine beliebige zyklische Permutation der Zahlen 1, 2, 3, 4)

h%

%

h

Figur 2

Beweis Bezeichnen wir mit OtJ den Mittelpunkt der Seite A%Ay mit F% den
Feuerbachschen Kreis des Dreiecks {Aj AkAm}, mit Zt seinen Mittelpunkt (i, ;, k, m eme beliebige

zyklische Permutation der Zahlen 1, 2, 3, 4)



Kleine Mitteilungen 113

Da z B 02 Hohenfusspunkt im Dreieck {Ax A2AZ} ist, so ist der Kreis durch 012, 023,
02 der Feuerbachsche Kreis F4 dieses Dreiecks, sein Radius also gleich r/2 Um zu zeigen,
dass 5 auf diesem Kreise liegt, dass also <£ 02 S 02Z <£ 02 012 023, beachte man, dass
der erstere als Hälfte des Zentriwinkels Q2 S 03 wegen der Ähnlichkeit der Vierecke
{At} und {0^} auch die Hälfte des homologen Zentriwinkels A20 Az, also gleich dem
Periphenewmkel A2AXAZ < A201202Z <Q2012 02Z ist

Bemerkung Betrachten wir noch em gegebenes Sehnenviereck {At}, i 1, 2, 3, 4
Lassen wir z B die Eckpunkte Ax, A2, Az fest und auf dem Umkreise wählen wir statt des
Eckpunktes _44 einen anderen Eckpunkt _44 Es sei 5' der Schnittpunkt der Wallaceschen
Geraden s't des Vierecks {A1A2AzA/i} Nach Satz 3 hegt dieser Schnittpunkt auf dem
Kreise F4, der, weil die Punkte Ax, A2, Az fest sind, mit dem Feuerbachschen Kreis _P4

identisch sein muss Es gilt also

Satz 4. Wenn der Punkt _44 bei fest gegebenen Eckpunkten Ax, A2, Az den Umkreis dieses
Dreiecks durchlauft, so beschreibt der Schnittpunkt S der Wallaceschen Geraden st des Vierecks
{At}, i — 1, 2, 3, 4, den Feuerbachschen Kreis des gegebenen festen Dreiecks {A J, i 1, 2, 3

Die Mittelpunkte St (i 1, 2, 3, 4) der Feuerbachschen Kreise Ft liegen offensichtlich
auf dem Kreise um S, mit dem Halbmesser r/2

Nach der Konstruktion ist

S 012 J_ ^3 ^4 S 02Z ± 274 27x

fur die Grosse des Innenwinkels <£ _T4 des Sehnenvierecks {27.} erhalten wir

^ _T4 2 R - ^02ZS012

Weiter gilt wieder nach der Konstruktion

daraus folgt

und daher

012 A 2 — 012 02

A 02Z 02 012 ^ A 02Z A2 Ol2 (3 Kongruenzsatz)

< 023 Q2 012 <£ 02Z A2 012 a2

Da die Punkte 023, 02', S, 012 auf dem Feuerbachschen Kreise F4 hegen, folgt augenblicklich

< Ö23 02 012 <$02ZS 012 a2

Dann ist
<£ 2*4 2 R - ^0235012=2i?-a2 a4

Ähnlich erhalten wir
<£ Zx <xx, <^C E2 <x2 <^ Ez oc3

Das Viereck {i7J ist also dem Viereck {A J winkelgleich, dass dieses Viereck dem Vierecke
{A } ähnlich ist, ergibt sich aber leicht, wenn man beachtet, dass nicht nur die homologen
Seiten, sondern auch die homologen Diagonalen parallel smd (Ahnhchkeitsverhaltnis
1/2)

Es sei noch K der Kreis um S, der alle vier Feuerbachschen Kreise Ft m den Punkten
Tt berührt Man kann leicht zeigen, dass das Viereck {A J mit dem Viereck {Tt} kongruent
ist

S^tSTl=l 2, ElEJ\\TtTJ, Tt T. 2 E% ZJ A} At

Der Satz 2 kann also so erweitert werden
Die Punktequadrupel {Qt}, {Q[}, {Q"t}, {27J, {Tt} hegen auf fünf konzentrischen Kreisen

um S, sie bilden die Ecken von fünf Sehnenvierecken, die dem gegebenen Viereck {A f} ähnlich
sind Die vier Strecken Qt Q'l sind einander gleich, die Vierecke {_4J, {Tt} kongruent.

Josef Brejcha, Brno
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Angles of a Parallelogram with Vertices in Lattice Points

In the book [1] the following theorem is proved (p 9)
Let four lattice points be the vertices of a rhombus (bemg not a square) and a - its angle

Then ot/n is an irrational number
Here we prove the following generalization of this theorem
Let four lattice points be the vertices of a parallelogram and ol — its angle < n/2 Then ol/ji

is an irrational number or oc 2 n/n, where n — 4 or 8

Proof The area S of such a parallelogram is given by the formula S ~ x y sm oc,

where x and y are the lengths of non-parallel sides of a parallelogram It is known that the
area of any polygon with vertices in lattice points is a rational number q (with denommator
1 or 2) Hence

q x y sma (1)

x and y as the distances between lattice points are square roots of integers x — Yr~,

y Ys Substitutmg these values mto (1) we get sma yq2/r s yt, where t is the rational
number q2/r s and we see that sm a is an algebraic number at most of the second degree

Let a be a rational multiplicity of n a 2 n k/n, k, n - positive integers, (k, n) 1,
1 < k < n/4 As follows from the theorem of Lehmer ([2], p 37-38), for n 4= 4 the number
2 sm 2 n k/n is an algebraic integer of degree <p(ri), y(n)/4 or q>(ri)/2 according as (n, 8) < 4,
(n, 8) 4 or (n, 8) > 4 We must find all values of n such that sm 2 n k/n is an algebraic
number of degree 1 or 2, l e £ 2 sm 2 n k/n is an algebraic integer of degree 1 or 2

1 Suppose 2 -f n Then (n, 8) 1 < 4 and f is an algebraic integer of degree y(n)
The only odd integers n such that cp(n) 1 or 2 are 1 and 3

2 Suppose 2 | n and 4 f n Then (n, 8) 2 < 4 and £ is an algebraic integer of degree
<p(n) The only integers n such that 2 | n, 4 f n and 9?(n) lor 2 are 2 and 6

3 Suppose 4 | n and 8 «f n Then (n, 8) 4 and £ is an algebraic integer of degree
<p(n)/4 The only mtegers n such that 4 | n, 8 f n and <p(n) 4 or 8 are 12 and 20

4 Suppose 8 | n Then (n, 8) 8 > 4 and £ is an algebraic integer of degree <p(n)/2
The only integer n divisible by 8 and satisfymg q>(n) 2 or 4 is 8

Because it must be n > 4, it remams to consider only the cases n 4, 6, 8, 12, 20

Evidently n 4 is possible, because a 2 jt/4 is an angle of the unit square Similarly,
n — 8 is possible as the acute angle of the parallelogram with vertices (0, 0), (0, 1), (1, 1),
(1, 2) is equal to 2 n/S

Now we exclude the values n 6, 12 and 20 Suppose that (0, 0), (x, z), (y, t) and
(x 4- y, z 4- t) are the vertices of a parallelogram with the angle 2 n/6 at the vertex (0, 0),

Then

1 2n x y + z t
—¦ cos - — 7

2 6 ]/x2 4- *2 /y2 4- *2
"

Hence
#2 y2 4- x2 t2 4- y2 z2 4- *2 *2 4 #2 v2 4- 8 x y z t 4- 4 s* /2

or
#a t2 - 2 at y z t 4- y2 *2 3 (#2 y2 4- 2 # y * * + z212)

and (xt — y z)2 3 (xy + zt)2. This implies

#* — y,er=0, xy + zt=0
We multiply both sides of the first equation by x, both sides of the second by z and add,
we obtain (x% 4- z2) t 0 Similarly, multiplymg by — z and x, we get (#2 4- z2) y 0
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Because x2 4- z2 > 0, we get t y 0, which is impossible The angle 2 n/12 is also
impossible, because if (0, 0), (a, c), (b, d), (a 4- b, c 4- d) are vertices of a parallelogram
with the angle 2 n/12 at the vertex (0, 0), then the parallelogram with vertices (0, 0),
(c, — a), (b, d), (b 4- c, d — a) has an angle 2 n/6, which has been shown to be impossible.
n 20 is impossible, because sm 2 n/20 (\/5 — l)/4, which is not of the form ]/t for
rational t.

We observe that the theorem may be stated in the following equivalent form:
If ol 2 n k/n (k, n - positive mtegers, n > 4, k < n/4, (k, n) 1) is an angle between

two straight lmes passmg through a lattice pomt and on each of them there are other lattice
points (evidently, infinitely many), then n 4 or 8, k 1, i.e. ol 90° or 45°.

It is evident that the hypothesis, that the straight lmes have one lattice pomt in
common, is not essential (we may translate one lme).

Andrzej Makowski, Warsaw, Poland
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On Hall's Third Definition of Group

Marshall Hall, jr. in [1], p. 6, gave a definition of group m the terms of Operation /
defined on the pairs of elements of the set 5. This Operation satisfies the axioms

L 1. a/a b/b L 2. a/(b/b) a

L 3. (a/a)l(b/c) c/b L 4. (a/c)/(b/c) a/b

It may be observed that L 3 is superfluous L 4 and L 1 imply L 3. We put inL4c a:

(a/a)/(b/a) a/b;

in virtue of L 1 a/a d/d, therefore

(d/d)/(b/a) a/b
which is L 3.

Now we prove that any of L 1, L 2, L 4 is mdependent of the others.
Let S [0, 1] and we define Operation / by the following tables:

1. 0 1 2. 0 1 4.
0
1

0 1

0
1

0 0
1 1

0
1

0 0
0 0

1 0
1 1

The Operation defined by the table n (n 1, 2, 4) does not satisfy L n and satisfies the
remainmg two axioms. For n 1 and 2 it is evident. In the case n 4 it is also evident
that L 1 and L 2 are satisfied, if we put m L 4 a c 0, b 1 the left-hand side is
equal to (0/0)/(l/0) 1/1 1 and the right-hand side is equal to 0/1 0.

A. Makowski, Warsaw
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