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Aus af + + a\ m ergibt sich m < ax + + an Ist nun tt nicht die (w,m)
-Normalaxonometrie, so verwenden wir eme m-Ebene E* J_ tt"1 P, P e Em und die («, w)
-Normalaxonometrie 7i* En -> £* mit demselben orthonormierten rc-Bein (nx, n„) wie n Nach
vorigem ist hier a* + + a* > w, wo af | tt* nt |, * 1, w Es ist aber auch
at > a*, i 1, w, weil rc* (jr n,) rc*(n,), * 1, w Hieraus folgt a- + -u an >
«i + + a*, so dass ax + + an "> m, was zu beweisen war Vaclav Havel, Brno
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[1] B L v d Waerden Moderne Algebra 1, 2 Aufl (New York 1943)
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Aufgaben
Aufgabe 573. Man konstruiere (mit Zirkel und Lineal) a) ein beliebiges rechtwinkliges,

b) em beliebiges nichtgleichseitiges, gleichschenkliges Dreieck aus den Schnittpunkten
seiner Mittelsenkrechten, seiner Hohen und seinei Winkelhalbierenden

K Kopfermann, Hannover

Losung Bezeichnungen Umkreismittelpunkt O, Inkreismittelpunkt I, Hohenschnittpunkt

H
a) Wegen HO2 - Ol2 HO HI 21/2 kann jede Seite des Dreiecks OHI aus den

beiden andern berechnet werden, weshalb wir voraussetzen, dass O, H und I «richtig»
liegen

Der Kreis um O mit Radius OH (Umkreis) wird von der Geraden durch H und I em
zweites Mal in P geschnitten Der zu PO normale Durchmesser ist die Hypotenuse, H die
Rechtwmkelecke des Dreiecks

b) I ist innerer Teilpunkt von OH, Y der / harmonisch zugeordnete äussere Teilpunkt
Der Mittelpunkt P des Kreises (Apollomuskreis) mit dem Durchmesser IY hegt auf dem
Umkreis des Dreiecks Die Schnittpunkte von Umkreis (Radius OP) und Apollomuskreis
mzidieren mit den Endpunkten der Dreiecksbasis, womit das Dreieck gezeichnet werden
kann

Bemerkungen Y ist der Mittelpunkt des Ankreises, welcher die Basis des Dreiecks
berührt / darf nicht Mittelpunkt von OH sein F Leuenberger, Feldmeilen

Weitere Losungen sandten M Bachmann (Kusnacht), P Bundschuh (Freiburgi Br
J Feher (Pecs/Ungarn), H Frischknecht (Berneck), K Hodel (Wadenswil), I Paasche
(München), O Reutter (Ochsenhausen), E Widmer (Biel)

Aufgabe 574. Sei r der Inkreisradius, s die Summe der (orientierten) Abstände des
Mittelpunktes des Feuerbachkreises von den Seiten des Dreiecks

Man beweise oder widerlege Jedes nichtgleichseitige Dreieck, fur das s 3 r ist, lasst
sich aus den Schnittpunkten der Mittelsenkrechten, der Hohen und der Winkelhalbierenden

(mit Zirkel und Lineal) konstruieren K Kopfermann, Hannover

Losung des Aufgabenstellers Es gibt unendlich viele konstruierbare und unendlich
viele nicht konstruierbare Dreiecke dieser Art



66 \ufgaben

In der Terminologie der Arbeit K Kopfermann, Über Dreiecke, El Math 23, 49-60
(1968) Die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden konstruierbarer, wie nicht konstruierbarer

Dreiecke liegen auf b^ (siehe a a O S 57) dicht
Beweis Die Punkte (p, q) e D' der Ahnhchkeitsklassen derjenigen Dreiecke, fur die

s 3 r ist, smd durch (siehe S 54)

q 3 p - p2 - 1 (1)

charakterisiert Fur rationale p, q ist die Konstruktionsaufgabe genau dann durchfuhrbar,
wenn das kubische Polynom
#8 + X x2 + fA x + v mit X - (p + 1), u - -^ + p + q2 v - | (2)

unter der Nebenbedmgung (1) uber den rationalen Zahlen reduzibel ist Die rationalen
Reduzibihtatsstellen smd genau die rationalen Punkte (beide Komponenten smd rational)
auf den Tangenten an die Disknmmantenkurve (siehe S 54)

q - 3 p - p* - 1 ± |/l -T7 0 < p < 1/2 (3)

in den rationalen Punkten dieser Kurve Nun ist (p0, q0) genau dann em rationaler Punkt
dieser Kurve, wenn 1 — 2 pQ rationales Quadrat ist Dann smd die rationalen Punkte (p, q)
auf der Tangente m (p0, q0) an (3) genau durch

3 - 2 p0 + 3 ]/l - 2 p0 (q0 — q)/(p0 — p), 1 - 2 p0 rationales Quadrat

charakterisiert Mit a2 1 — 2 p0 und d p0 — p erhalt man daraus

<r3 + 3 d a ± d2 0 (4)

Umgekehrt fuhrt jedes rationale Paar (or, d), das dieser Gleichung genügt, zu Werten
p pQ — d mit 2 p0 1 — o2, fur die das Polynom (2) (q werde nach (1) gewählt) uber den
rationalen Zahlen reduzibel ist

Die Gleichung (4) verschwindet genau fur die rationalen Paare (o, d), fur die die
Disknmmante 9 o2 + 4 a3 dieser m d quadratischen Gleichung rationales Quadrat ist und er

rational ist Fur diese a erhalt man

2p=2p0-2d=l-o2+3G± o]/9 -4<r, 0 < 2p < 1

Man rechnet leicht nach, dass fur a m/n die reduzierte Bruchdarstellung von 2 p stets n2

im Nenner enthalt, wobei n bzw 2 n stets Quadratzahl ist Sowohl die Bruche p, die diese
Eigenschaft haben, als auch die, die sie nicht besitzen, liegen in dem Intervall 0 < 2 p < 1

dicht
Also haben wir dichte Mengen rationaler Punkte (p, q), die auf der Kurve (1) liegen,

gefunden, aus denen die cosa und cosß konstruierbar bzw nicht konstruierbar smd Das
gilt dann erst recht fur alle (p, q) auf (1)

Also gibt es unendlich viele Dreiecke mit s 3 r, die sich aus den Schnittpunkten der
Winkelhalbierenden, der Hohen und der Mittelsenkrechten konstruieren wie nicht
konstruieren lassen Bei festgehaltenen Schnittpunkten der Hohen und der Mittelsenkrechten

liegen die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden derjenigen Dreiecke, die sich aus
diesen Punkten konstruieren wie nicht konstruieren lassen, auf b'i dicht, qed

Eine weitere Losung sandte O Reutter (Ochsenhausen)

Aufgabe 575. Man beweise Ist P das Produkt von n natürlichen Zahlen mit dem
grossten gemeinsamen Teiler D und dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen M, so smd die
Quotienten Pj(Dn-1M) und (D Mn-x)IP ganzzahlig W Janichen, Berlm-Zehlendorf

m
Losung n natürliche Zahlen at — JJ pf*>i ,» 1,2, n, aVJ ^ 0, haben den grossten

gemeinsamen Teiler i~l
m

D Tlpmm(ai,v^,P >a»,i),
?-l 1
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das kleinste gemeinsame Vielfache
m

M /f/>max(al,7'a2,7' >*n,,)
1

;

und das Produkt
m

P _== FI pal,1 + a2,7+ +an,/.
1

;

Die Ganzzahligkeit der Quotienten folgt dann aus den leicht als richtig zu erkennenden
Ungleichungen, die sich aus den Exponenten der Primzahlen p ergeben (j 1, 2, m):

n
(n ~ 1) min(alf7, <x2f., aBfJ) 4- max(...) < E oclfJ

i l
n

(n ~ 1) max(ai a2tJ, a + mm(...) ^ __7 oc

t l
LI Harborth, Braunschweig

Weitere Losungen sandten A. Bager (Hj^rrmg), P. Bundschuh (Freiburg l. Br.),
J. Feher (Pecs/Ungarn), M. D. Gerhardts (Wuppertal), P. Hohler (Dietikon),
A. Makowski (Warschau), H. Meili (Winterthur), I Paasche (München), O. Reutter
(Ochsenhausen), D Veljan (Zagreb), E. Widmer (Biel), G. Wulczyn (Bucknell Univ.,
USA), ferner die folgenden Studierenden der Wake Forest Umv USA. D Ashcraft,
P. M. Coble, C. Cunningham, S. Howard, G.-Y. Kwok, L. M. R. Louden, L. V. Oot,
M A. Steele, W. M. Watts, D. Wilson, L. Zinzow.

Aufgabe 576. Eme Ecktransversale, die em Dreieck in zwei umfanggleiche Teildrei-
ecke zerlegt, werde Umfanghalbierende genannt. Man beweise
(1) Die drei Umfanghalbierenden eines Dreiecks A±A2A3 schneiden sich in einem Punkt U

im Innern des Dreiecks.
(2) Die Lange der Umfanghalbierenden At Pt, Pt e At + 1 Al + 2 wird durch U im

Verhältnis ax (s ~ at) geteilt. (at — At + 1 At_u2, 2 s Z ak\.

(3) Der Punkt U, der Schwerpunkt S und der Inkreismittelpunkt I liegen auf einer
Geraden, sofern das Dreieck nicht regulär ist, und es ist US — 2 SI

O. Reutter, Ochsenhausen

1. Losung (1) folgt aus dem Satz von Ceva. Denn wegen At Pj — Aj Pt (i + j) gilt
(Ä^itt) • (ÄÄ AÄ) ' (ÄTK AA) 1.

(2) erhalt man aus dem Satz von Menelaos, angewendet z.B. auf Dreieck At + l PtAt:
Aus (PJJ'.ÄJT) • (AP^~2 Al + 1Pl + 2) • (Al + 1Al + 2: Pj^) -^1 folgt (wegenÄ^Z^\ at
undAl + 1Al + 2= s ~ at) Pt U.AtU - (s - at).«,, d.h.Al U AtPt= at.s.

(3) U hat von der Parallelen zu at durch Ax nach (2) den Abstand rt ha% ' at:s
2 • FAtA2Az ¦ s const. Also ist U der Inkreismittelpunkt desjenigen Dreiecks, dessen
Seitenmitten Ax, A2, _43 smd.

Angewendet auf das Dreieck der Mittelpunkte Mt der Seiten at heisst das, dass der
Inkreismittelpunkt / von Dreieck AXA2AZ der Schnittpunkt der Umfanghalbierenden Um
von Dreieck MXM2M3 ist. Dreieck MXM2MS und Dreieck AXA2AZ liegen ähnlich mit dem
Verhältnis 1:2. Ähnhchkeitszentrum ist S. Da dem Punkt U der Punkt Um I entspricht,
hegt S auf der Geraden UUm UI und es ist US 2 SÜM 2 ST.

W. Vinzenz, München

2. Losung Wir setzen wie üblich
AXA2A3 PlP2P3a1a2aBs-a1s-a2s-az ABCPQR abc sasbsc.

Es handelt sich um einen im 19. Jahrhundert und z.T. vorher bekannten Sachverhalt:
(1) P, Q, R smd offenbar die Ankreisberuhrpunkte auf a, b, c, weil sa BR CQ usw.

zyklisch gilt. U ist daher innerer Cevapunkt für die Abschnittsprodukte sasbsc sbscsa
auf den Seiten a, b, c, q.e.d. Bekanntlich heisst U Nagelpunkt.
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(2) Der bekannte Satz von H van Aubel lautet im vorliegenden Spezialfall CU/RU
CP/BP + CQ/AQ sb/sc + sjsc c/sc> q e d

(3) Die folgenden je 4 harmonischen und ähnlich gelegenen Punkte mit Abstanden
(Zwischenräumen) im Verhältnis 2 13 liegen auf der

Eulergeraden Nagel-Longhurstgeraden
Umkreiszentrum Inkreiszentrum
Gravizentrum Gravizentrum
Feuerbachzentrum Umfangsschwerpunkt (Spiekerpunkt)
Orthozentrum Nagelpunkt

Damit ist die Aufgabe gelost

Literatur
H Bauer, Besondere Punkte im Dreieck, Prax Math 9 (1967), S 265-270, Fig 6

Th Spieker, Lehrbuch der ebenen Geometrie, 21 Aufl, Potsdam 1894, S 178-181
H Dorrie, Mathematische Miniaturen, Breslau 1943, S 73, Nr 69
Chr Renner, Planimetrie, 4 Aufl, München 1952, S 152, Aufgabe 91 und 92
Prax Math 4 (1962), S 133-135, Problem 108 mit zahlreichen Literaturangaben
Prax Math 6 (1964), S 134, Problem 180
(Prax Math 6 (1964), S 49-51, Problem 171 ist verwandt)
Archimedes 15 (1963), S 22, Aufgabe 768 von J E Hofmann I Paasche, München

Weitere Losungen sandten A Bager (Hj^rrmg), J Feher (Pecs/Ungarn), H Frischknecht

(Berneck), W Janichen (Berlm-Zehlendorf), L Kieffer (Luxemburg), D Veljan
(Zagreb).

Neue Aufgaben
Aufgabe 597. Es sei G eine Gruppe und U eme Teilmenge von G, die mindestens zwei

von 1 verschiedene Elemente enthalt Ist dann U~x x U fur alle von 1 verschiedenen
x e U, so ist U eme Untergruppe von G Heinz Lüneburg, University of Illinois, USA

Aufgabe 598. Let p be a fixed prime Show that the integer n has the property

P \ (J) (0 < k < n)

if and only if
n aps + ps — 1 (0 < a < p, s > 0)

L Carlitz, Duke University, USA

Aufgabe 599. Es sei
Fs(x) - U (i, jY

Dann ist

F^--irrwr?+i)+0{xS) {s>2)-
E Teuffel, Korntal/Stuttgart

Aufgabe 600. In O greifen drei koplanare Kräfte OA, OB und OC gleicher Grosse
so an, dass A, B und C das Dreieck A bilden Man zeige, dass die Resultierende genau dann
zu emer Seite von d parallel ist, wenn A nicht stumpfwinklig ist und die Seitenlangen des

Hohenfusspunktdreiecks von A zudem eme arithmetische Folge (1 Ordnung) bilden
F. Leuenberger, Feldmeilen



Literaturuberschau 69

Aufgabe 601. Nach Suryanarayana (vgl El Math 24, 16-17 (1969)) heisst eine
natürliche Zahl n superperfekt, wenn o(o(n)) 2 n gilt Dabei bedeutet a(k) die Summe
aller Teiler der natürlichen Zahl k Man beweise Ist n — p2, p eine ungerade Primzahl,
so ist n nicht superperfekt P Bundschuh, Freiburg/Br

Literaturüberschau
Mathematische Methoden der Zuverlassigkeitstheorie I Von B W Gnedenko, J K

Beljajew und A D Solowjew Band XXI der II Abteilung der Mathematischen
Lehrbucher und Monographien XII und 222 Seiten mit 37 Abbildungen und 3 Tabellen
Akademie-Verlag, Berlin 1968

Unter der Zuverlässigkeit eines Erzeugnisses versteht man dessen Fähigkeit, seine
Qualität unter bestimmten Nutzungsbedingungen zu wahren, Zuverlässigkeit ist also
uber die Zeit erstreckte Qualltat Aus dem Bestreben, die Zuverlässigkeit industrieller
Erzeugnisse zu erhohen, hat sich im Laufe der letzten Jahrzehnte eme eigentliche
Zuverlassigkeitstheorie ergeben, an der Ingenieure, Ökonomen und Mathematiker interessiert
sind Die vielseitigen Probleme dieser Theorie erforderten die Schaffung eines eigenen
mathematischen Apparates das vorliegende Buch bringt die mathematischen Methoden
einiger Teile des bereits weit verzweigten Gesamtgebietes Im Teil I, der hier anzuzeigen
ist, werden behandelt Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der mathematischen

Statistik (mehr im Sinne eines Überblickes uber die benotigten Grundlagen), die
Charakteristika der Zuverlässigkeit und schliesslich die Probleme der Reservierung mit
und ohne Erneuerung Der II Teil soll weitere statistische Ausfuhrungen und vor allem
auch die Darstellung der statistischen Qualitätskontrolle bringen - Wer um das Geschick
Gnedenkos weiss, statistische Probleme knapp und doch sehr verständlich darzustellen,
wird die Lektüre dieses Buches mit Freude beginnen Er wird sicher nicht enttauscht werden

R Ineichen

Elementare Topologie Von B H Arnold (Aus dem Amerikanischen übersetzt von
H Freund, G Holland und A Kirsch 189 Seiten mit 91 Figuren DM 19 80 Vandenhoeck

Sc Ruprecht, Gottingen 1964

Dieses kleine Werk ist vorzüglich geeignet, einem Anfanger einen Begriff zu geben,
was Topologie ist Der Verfasser appelliert an das anschauliche Intuitionsvermögen des
Lesers und verzichtet bewusst auf eine axiomatische Grundlegung So kommt der Leser
rasch in Kontakt mit den eigentlichen Problemen Natürlich handelt es sich bei den
gegebenen Beweisen mehr um Beweisideen und -skizzen

Im ersten Teil (Kapitel 1-5) werden unter anderem folgende anschauliche Probleme
erörtert Netze und Landkarten, Vierfarbenproblem, Klassifikation der Flachen, Euler-
scher Polyedersatz, Siebenfarbensatz fur den Torus, Jordanscher Kurvensatz

Der zweite Teil (Kapitel 6-8) ist der Einführung in die Grundbegriffe der
mengentheoretischen Topologie gewidmet Er enthalt die Kapitel Mengen, Abbildungen, Räume

Jedem Abschnitt smd einige anregende Aufgaben beigefugt, die es dem Leser erleichtern,

sich m die behandelten Fragen einzuarbeiten J M Ebersold

Theoretische Mechanik Eme einheitliche Einführung in die gesamte Mechanik Von
G Hamel Band 57 der Grundlehren der mathematischen Wissenschaften Berichtigter
Nachdruck VIII und 796 Seiten mit 161 Figuren DM 84- Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg und New York 1967

Es handelt sich hier um den berichtigten Nachdruck des 1949 erschienenen Werkes
Es stellt em Lehrbuch, nicht ein Handbuch, der klassischen Mechanik dar, das sich an mit
den mathematischen Methoden bekannte Leser wendet Hamel gibt hier eine Einführung
in die gesamte klassische Mechanik, in der es ihm besonders darauf ankommt, diese als
eme einheitliche Wissenschaft darzustellen und den Aufbau konsequent auf das Prinzip
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